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Résumé

Les systèmes de transmission numériques à entrées multiples et sorties multiples (MIMO) sont de plus en

plus étudiés du fait de leur très bonne efficacité spectrale sur des canaux riches en diffuseurs, tels que ceux

des réseaux locaux sans fil ou des communications mobiles urbaines sans fil.

Dans cette thèse, pour évaluer rapidement et efficacement le taux d’erreur binaire (TEB) des commu-

nications MIMO, nous proposons d’utiliser la méthode du second ordre de l’Unscented Transformation. La

transformation non-linéaire réalisée par le récepteur MIMO est appliquée à la méthode Unscented afin d’ob-

tenir une estimation performante du TEB. Ensuite, nous proposons un récepteur rapide basé sur le maximum

de vraisemblance (BMV) pour un canal MIMO de Rice. L’idée de base est d’utiliser la structure du canal de

Rice pour significativement réduire la recherche du vecteur de symboles optimum par le critère du MV.

Dans de nombreuses applications sans fil un lien de retour peut exister, et une connaissance de l’état du

canal (CSI) peut être disponible à l’émetteur. La question est alors de savoir comment tirer profit de cette

information pour optimiser globalement le système de transmission. En utilisant le point de vue du MV, nous

introduisons une représentation diagonale rapide et simple pour les systèmes MIMO, et proposons un nouveau

précodeur diagonal qui minimise le TEB.

Pour terminer, nous proposons deux précodeurs non-diagonaux, basés sur l’optimisation de la distance eu-

clidienne minimale. Des comparaisons sont effectuées avec des précodeurs connus, tels que le Water-Filling

(WF), le minimum de l’erreur quadratique moyenne (MMSE) et la maximisation de la valeur singulière mini-

male de la matrice du canal global, pour illustrer l’importante amélioration du TEB due à nos précodeurs.
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Abstract

Multi-Input Multi-Output (MIMO) digital transmission systems currently retain more and more attention

due to the very high spectral efficiencies they can achieve over rich scattering transmission channels, such as

wireless local area networks (WLAN) or urban mobile wireless communications.

In this thesis, in order to evaluate the Bit Error Rate (BER) of MIMO communications, we propose to use

the second-order Unscented Transformation method. The non-linear transformation realized by the MIMO

receiver is applied to the Unscented method to obtain an efficient BER estimation. Next, we propose a fast

Maximum Likelihood Based (MLB) decoder for a MIMO Rician fading channel. The basic idea is to use

the Rician channel structure to significantly reduce the search of the optimum vector of symbols by the ML

criterion.

In many wireless applications feedback does exist and Channel State Information (CSI) can be made

available at the transmitter. The question, then, is how to take profit of this information to globally optimize

the transmission system. Using an ML point of view, we introduce a fast and simple diagonal representation

for MIMO systems, and then we propose a new diagonal precoder which minimizes the BER.

Lastly, we propose two new non-diagonal precoders, based on the optimization of the minimum euclidean

distance. Comparisons to other known precoders, such as Water-Filling (WF), Minimum Mean Square Error

(MMSE) and maximization of the minimum singular value of the global channel matrix, are performed to

illustrate the significant BER improvement of the proposed precoders.
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Notations

Notations générales

IR . . . . . . . . . . . . . . . . ensemble des réels

lC . . . . . . . . . . . . . . . . . ensemble des complexes

card(.) . . . . . . . . . . . . cardinal de l’ensemble (.)

v.a. . . . . . . . . . . . . . . . vecteur aléatoire

N (m,σ2) . . . . . . . . . loi gaussienne de moyenne m et variance σ2

CN (m,σ2) . . . . . . . . loi gaussienne complexe de moyenne m et variance σ2

erfc(x) . . . . . . . . . . . . “complementary error function” (intégrale de x à +∞ de N (0,1))

E[.] . . . . . . . . . . . . . . . espérance mathématique

arg mins(.) . . . . . . . . minimisation de (.) en fonction de l’argument s

arg maxs(.) . . . . . . . maximisation de (.) en fonction de l’argument s

[.]T . . . . . . . . . . . . . . . transposée de la matrice [.]

[.]∗ . . . . . . . . . . . . . . . . transposée conjuguée de la matrice [.]

det [.] . . . . . . . . . . . . . déterminant de la matrice [.]

λmax [.] . . . . . . . . . . . plus grande valeur singulière de la matrice [.]

λmin [.] . . . . . . . . . . . . plus petite valeur singulière de la matrice [.]

In . . . . . . . . . . . . . . . . matrice identité de dimension n

Chapitre 1

nT . . . . . . . . . . . . . . . . nombre d’antennes à l’émission (cf. 1.1)

nR . . . . . . . . . . . . . . . . nombre d’antennes en réception (cf. 1.1)

hij . . . . . . . . . . . . . . . . fonction de transfert en bande de base entre la ie antenne réceptrice et

la je antenne émettrice (cf. 1.1)

H . . . . . . . . . . . . . . . . matrice de canal de dimension nR × nT de composantes hij (cf. 1.1)

s = [s1, . . . ,snT
]T . . vecteur de symboles émis (cf. 1.1)
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r = [r1, . . . ,rnR
]T . . vecteur reçu (cf. 1.1)

ν = [ν1, . . . ,νnR
]T . vecteur de bruit additif gaussien en réception (cf. 1.1)

R . . . . . . . . . . . . . . . . matrice d’autocorrélation du bruit ν (cf. 1.1)

p0 . . . . . . . . . . . . . . . . puissance totale moyenne émise

ρ
R

. . . . . . . . . . . . . . . . rapport signal sur bruit moyen sur chaque antenne de réception

si un seul émetteur utilisait toute la puissance p0 (canal SIMO) (cf. 1.2)

C . . . . . . . . . . . . . . . . . capacité du canal de transmission (cf. 1.2)

ŝ . . . . . . . . . . . . . . . . . estimée du vecteur s (cf. 1.6)

k . . . . . . . . . . . . . . . . . rang de la matrice H (cf. 1.6)

ρ . . . . . . . . . . . . . . . . . rapport signal sur bruit moyen sur les antennes de réception (cf. 1.7)

fc . . . . . . . . . . . . . . . . fréquence centrale d’une modulation OFDM

Ts . . . . . . . . . . . . . . . . durée totale d’un symbole OFDM

Tu . . . . . . . . . . . . . . . . durée de la partie utile d’un symbole OFDM

Tg . . . . . . . . . . . . . . . . durée du temps de garde d’un symbole OFDM

P . . . . . . . . . . . . . . . . . nombre de sous-porteuses d’une modulation OFDM (cf. 1.9)

Cp . . . . . . . . . . . . . . . . capacité du canal pour la pe sous-porteuse (cf. 1.9)

ρp . . . . . . . . . . . . . . . . RSB moyen sur les antennes de réception pour la pe sous-porteuse (cf. 1.10)

Hp . . . . . . . . . . . . . . . réponse du canal pour la pe sous-porteuse (cf. 1.13)

Chapitre 2

sp =

[sp1, . . . ,spnT
]T . . . .

vecteur de symboles émis à la pe sous-porteuse (cf. 2.1)

rp =

[rp1, . . . ,rpnR
]T . . . .

vecteur reçu à la pe sous-porteuse (cf. 2.1)

νp =

[νp1, . . . ,νpnR
]T . . . .

vecteur de bruit additif gaussien en réception à la pe sous-porteuse (cf. 2.1)

x . . . . . . . . . . . . . . . . . v.a. de dimension n, de moyenne x̄ et de matrice de covariance Rx (cf. 2.2)

y . . . . . . . . . . . . . . . . . v.a. de dimension m, de moyenne ȳ et de matrice de covariance Ry (cf. 2.2)

Xi . . . . . . . . . . . . . . . . ie échantillon de la v.a. x (cf. 2.11)

l = 2n+ 1 . . . . . . . . nombre d’échantillons Xi (cf. 2.11)

Yi . . . . . . . . . . . . . . . . image de l’échantillon Xi à travers la transformation T (cf. 2.12)

Wi . . . . . . . . . . . . . . . . poids de l’échantillon Xi (cf. 2.11)

κ . . . . . . . . . . . . . . . . . paramètre d’ajustement des poids Wi (cf. 2.11)
(√

M
)

i
. . . . . . . . . . . ième ligne de la racine carrée de la matrice M. (cf. 2.11)

peip
. . . . . . . . . . . . . . . TEB sur les symboles de l’émetteur i pour la sous-porteuse p (cf. 2.13)
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V < . . . . . . . . . . . . . . . variance de la partie réelle du bruit en sortie du récepteur (cf. 2.14)

V = . . . . . . . . . . . . . . . variance de la partie imaginaire (cf. 2.14)

x< = <(νp) . . . . . . . partie réelle du bruit à l’entrée du récepteur pour la sous-porteuse p

x= = =(νp) . . . . . . . partie imaginaire

p<tij . . . . . . . . . . . . . . . probabilité d’erreur sur la partie réelle d’un symbole pour le récepteur V-BLAST (cf. 2.18)

p=tij . . . . . . . . . . . . . . . probabilité d’erreur sur la partie imaginaire (cf. 2.19)

p̄tij . . . . . . . . . . . . . . . probabilité de détection correcte d’un symbole pour le récepteur V-BLAST (cf. 2.20)

Chapitre 3

Hm . . . . . . . . . . . . . . . matrice pour le modèle de canal de Rice non-corrélé (éléments h̃ij) (cf. 3.2)

H̃ . . . . . . . . . . . . . . . . matrice pour le modèle de canal de Rice non-corrélé (éléments γβ∗) (cf. 3.2)

κ . . . . . . . . . . . . . . . . . paramètre de Rice (compris entre zéro et un) (cf. 3.2)

% . . . . . . . . . . . . . . . . . coefficient de dispersion du canal (cf. 3.3)

sΣ . . . . . . . . . . . . . . . . somme des composantes du vecteur émis s (cf. 3.4)

rav . . . . . . . . . . . . . . . moyenne du signal reçu sur les récepteurs (cf. 3.5)

νav . . . . . . . . . . . . . . . moyenne du bruit reçu sur les récepteurs (cf. 3.6)

H̃av . . . . . . . . . . . . . . vecteur ligne contenant la moyenne des colonnes de la matrice H̃ (cf. 3.7)

A . . . . . . . . . . . . . . . . . ensemble de tous les vecteurs s possibles à l’émission (cf. § 3.3.3)

L . . . . . . . . . . . . . . . . . cardinal de l’ensemble A (cf. § 3.3.3)

Ã . . . . . . . . . . . . . . . . . ensemble de tous les vecteurs reçus, sans bruit (matrice de canal
√
κHm) (cf. § 3.3.3)

αi . . . . . . . . . . . . . . . . éléments de Ã (cf. § 3.3.3)

Q . . . . . . . . . . . . . . . . . cardinal de Ã (cf. § 3.3.3)

Ai . . . . . . . . . . . . . . . . sous-ensemble de A (cf. § 3.3.3)

Li . . . . . . . . . . . . . . . . cardinal de Ai (cf. § 3.3.3)

pν() . . . . . . . . . . . . . . densité de probabilité du bruit ν (cf. 3.14)

η . . . . . . . . . . . . . . . . . rapport du nombre de distances calculées par le BMV et le MV (cf. 3.22)

Pmiss . . . . . . . . . . . . . probabilité d’erreur dans la première étape du récepteur BMV (cf. 3.24)

RSBout . . . . . . . . . . . rapport signal sur bruit pour la première étape du récepteur BMV (cf. 3.25)



24 NOTATIONS

Chapitre 4

b . . . . . . . . . . . . . . . . . nombre de voies indépendantes de symboles (cf. 4.1)

F . . . . . . . . . . . . . . . . . matrice nT × b de précodage constituée de Fv et Fc (cf. 4.1)

G . . . . . . . . . . . . . . . . matrice b× nR de décodage constituée de Gc et Gv (cf. 4.1)

Fv . . . . . . . . . . . . . . . . matrice de précodage permettant d’obtenir le canal virtuel Hv (cf. 4.2)

Gv . . . . . . . . . . . . . . . matrice de décodage permettant d’obtenir le canal virtuel Hv (cf. 4.2)

Fc . . . . . . . . . . . . . . . . matrice de précodage permettant d’optimiser un critère (cf. 4.2)

Gc . . . . . . . . . . . . . . . matrice de décodage permettant d’optimiser un critère (cf. 4.2)

fi . . . . . . . . . . . . . . . . . ie élément de la diagonale du précodeur Fc (cf. 4.7)

Hv . . . . . . . . . . . . . . . canal virtuel diagonal affecté du bruit νv (cf. 4.4)

νv . . . . . . . . . . . . . . . . bruit virtuel blanc et isotrope (cf. 4.4)

σi . . . . . . . . . . . . . . . . ie élément de la diagonale de Hv , classés par ordre décroissant (cf. 4.4)

L0 . . . . . . . . . . . . . . . . puissance crête maximale (cf. 4.6)

µ . . . . . . . . . . . . . . . . . multiplicateur de Lagrange (cf. 4.8)

W . . . . . . . . . . . . . . . . matrice diagonale définie positive des poids (précodeur MMSE pondéré) (cf. 4.9)

Dmin . . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale (cf. 4.10)

RSB(Fc) . . . . . . . . . matrice de RSB en sortie du récepteur en fonction du précodeur Fc (cf. 4.12)

ρi . . . . . . . . . . . . . . . . . RSB du ie sous-canal (cf. 4.14)

αM . . . . . . . . . . . . . . . paramètre pour estimer le TEB d’une modulation MAQ-M (cf. 4.17)

βM . . . . . . . . . . . . . . . paramètre pour estimer le TEB d’une modulation MAQ-M (cf. 4.17)

W0 . . . . . . . . . . . . . . . fonction W de Lambert d’indice 0 (cf. 4.19)

FPU . . . . . . . . . . . . . . précodeur utilisant le critère de la puissance uniforme (cf. § 4.5.1)

FCapa . . . . . . . . . . . . . précodeur utilisant le critère du maximum de capacité (cf. § 4.5.2)

FMMSE . . . . . . . . . . précodeur utilisant le critère du minimum de l’erreur quadratique moyenne (cf. § 4.5.3)

FTEE . . . . . . . . . . . . . précodeur utilisant le critère des taux d’erreurs égaux (cf. § 4.5.4)

FMBER . . . . . . . . . . . précodeur diagonal utilisant le critère du minimum du TEB (cf. § 4.5.5)

FAMBER . . . . . . . . . précodeur approximé utilisant le critère du minimum du TEB (cf. § 4.5.5)

FSC . . . . . . . . . . . . . . précodeur de sélection d’antennes, constitué de zéros et de uns (cf. 4.24)
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Chapitre 5

FD . . . . . . . . . . . . . . . précodeur maximisant la distance Euclidienne minimale (cf. 5.2)

Ds1r1
. . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale pour le symbole 1 sur le récepteur 1 (cf. 5.6)

Ds2r1
. . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale pour le symbole 2 sur le récepteur 1 (cf. 5.6)

Ds1r2
. . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale pour le symbole 1 sur le récepteur 2 (cf. 5.7)

Ds2r2
. . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale pour le symbole 2 sur le récepteur 2 (cf. 5.7)

Ds1 . . . . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale pour le symbole 1 (cf. 5.8)

Ds2 . . . . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale pour le symbole 2 (cf. 5.8)

A . . . . . . . . . . . . . . . . matrice unitaire issue de la SVD de FD (cf. 5.10)

Σ . . . . . . . . . . . . . . . . . matrice diagonale issue de la SVD de FD (cf. 5.10)

B . . . . . . . . . . . . . . . . . matrice unitaire issue de la SVD de FD (cf. 5.10)

ψ . . . . . . . . . . . . . . . . . angle de la forme trigonométrique de la matrice Σ (cf. 5.12)

θ . . . . . . . . . . . . . . . . . angle de la forme trigonométrique de la matrice B (cf. 5.13)

θmax . . . . . . . . . . . . . . valeur maximale pour l’angle θ (cf. 5.14)

FQ . . . . . . . . . . . . . . . précodeur réel maximisant Dmin pour ρ1 > 4 ρ2 (cf. 5.21)

DQ . . . . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale obtenue avec le précodeur FQ (cf. 5.22)

Chapitre 6

X̆ . . . . . . . . . . . . . . . . ensemble des vecteurs différences notés ă,b̆,c̆, . . . (cf. 6.4)

γ . . . . . . . . . . . . . . . . . angle de la forme trigonométrique du canal virtuel Hv (cf. 6.8)

θ . . . . . . . . . . . . . . . . . angle de la forme trigonométrique de la matrice B (précodeur FD complexe) (cf. 6.11)

FBPSK . . . . . . . . . . . précodeur Dmin optimal pour la modulation BPSK (cf. 6.14)

dBPSK . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale obtenue avec le précodeur FBPSK (cf. 6.15)

Fl1 . . . . . . . . . . . . . . . précodeur Dmin optimal pour la modulation QPSK (γ < γ0) (cf. 6.16)

dl1 . . . . . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale obtenue avec le précodeur Fl1 (cf. 6.17)

Focto . . . . . . . . . . . . . . précodeur Dmin optimal pour la modulation QPSK (γ ≥ γ0) (cf. 6.18)

docto . . . . . . . . . . . . . . distance Euclidienne minimale obtenue avec le précodeur Focto (cf. 6.22)

γ0 . . . . . . . . . . . . . . . . seuil optimal de basculement entre les précodeurs Fl1 et Focto (cf. 6.26)
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Introduction et présentation

Dans l’étude des systèmes de communication numérique deux grands types de problèmes se posent géné-

ralement :

Le premier se pose lorsque la quantité d’information à transmettre est fixe et que l’on souhaite réduire la

durée de la transmission. C’est le cas par exemple du téléchargement d’une image. Pour augmenter le débit

de l’information transmise il est nécessaire d’utiliser au mieux la capacité du canal, avec des modulations et

des codages adaptés. Le débit final sera variable et dépendra des conditions de la communication.

La seconde configuration correspond à un débit d’information fixe et imposé par l’application (parole sur

téléphone mobile, radio numérique, etc.). Dans ce cas c’est la qualité de la transmission que l’on souhaite

améliorer en réduisant autant que possible le Taux d’Erreur Binaire (TEB). C’est dans ce cadre que se place

le travail de ce mémoire.

Depuis quelques années les transmissions numériques sans fil sont en pleine expansion avec les satellites,

la radio et la télévision numériques, la domotique et bien sûr les téléphones mobiles. Les ressources en canaux

de transmission sont de plus en plus saturées, en particulier dans la bande de la téléphonie mobile. Ce phéno-

mène est accru par l’arrivée de nouveaux services tels que l’accès à Internet et la transmission d’images via

les téléphones mobiles. Ces services demandent des débits de plus en plus importants, et comme le nombre

d’usagers continue d’augmenter, la quantité d’information transmise croit très rapidement.

Une solution pour pallier cette saturation des ressources consiste à améliorer l’efficacité spectrale des

communications, c’est à dire le débit utile par unité de bande occupée. Cela peut se faire au niveau du type

de signal émis, avec des modulations et/ou des codages plus efficaces. Toutefois les systèmes actuels sont

déjà performants et la limite théorique donnée par la capacité de Shannon reste toujours insuffisante pour les

besoins futurs.

Une autre solution est étudiée depuis quelques années pour améliorer la capacité des canaux dans les en-

vironnements sujets à des trajets multiples. Il s’agit d’une architecture de transmission basée sur l’utilisation

de plusieurs antennes à l’émission et à la réception. Ces architectures, dites MIMO (Multiple Input Multiple

Output), ont été développées de manière significative par les laboratoires Bell en 1997. Elles permettent d’at-

teindre à la fois de très hautes efficacités spectrales et de lutter efficacement contre les évanouissements du

signal. L’idée générale est de tirer profit de la dimension spatiale du canal et d’exploiter les trajets multiples
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plutôt que de les supprimer.

Nous allons étudier ici ces systèmes MIMO et leurs taux d’erreurs binaires, puis, nous allons diminuer les

erreurs produites lors des transmissions.

Organisation du document

Le mémoire s’articule en 6 chapitres :

1. Le premier chapitre introduit rapidement les systèmes MIMO, le modèle de canal le plus utilisé, sa ca-

pacité et les récepteurs les plus courants. L’association des systèmes MIMO avec la modulation OFDM

est présentée succinctement.

2. Le deuxième chapitre porte sur l’étude d’une modulation OFDM associée à un système MIMO. L’es-

timateur de Julier et Uhlmann, concurrent du filtre de Kalman étendu dans le domaine de la robotique,

est utilisé pour estimer rapidement le TEB d’une communication MIMO-OFDM. L’estimateur de Julier

et Uhlmann détermine un petit nombre de points pour (( capturer )) la densité de probabilité d’un bruit

avant une transformation non-linéaire, ce qui permet d’estimer numériquement le bruit en sortie de la

transformation (le récepteur ici), et donc le TEB.

3. Lorsque le canal de transmission présente peu de diversité, les performances décroissent rapidement et

un récepteur Zero Forcing (ZF) ou à annulations successives ordonnées d’interférences (OSIC) n’est

plus suffisant. Le chapitre trois présente, dans le cas d’un canal de Rice, un récepteur rapide basé sur le

maximum de vraisemblance (BMV). Les performances atteintes sont très proches de l’optimal pour un

coût calculatoire réduit.

4. Le quatrième chapitre recense les principaux précodeurs linéaires de la littérature et présente notre re-

présentation diagonale simplifiée du canal. Cette représentation permet de retrouver plus simplement

les précodeurs linéaires de la littérature et d’analyser leurs politiques d’allocation de puissance. Remar-

quant que tous les précodeurs de la littérature sont diagonaux dans notre représentation, nous introdui-

sons notre précodeur linéaire diagonal optimal au sens du TEB et sa version approximée. La méthode

de la sélection d’antennes est vue ensuite, illustrant l’intérêt d’un précodage non-diagonal et du critère

de distance minimale.

5. Le chapitre suivant porte sur nos précodeurs réels basés sur la distance minimale. L’optimisation de ces

précodeurs est facilitée par l’emploi de notre représentation diagonale du canal et par une paramétrisa-
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tion trigonométrique des précodeurs. Avec une modulation MAQ-4 à l’émission, les coefficients réels

de ces précodeurs non-diagonaux permettent d’obtenir en réception la forme d’une constellation MAQ-

16. Les précodeurs sont alors optimisés pour maximiser la distance minimale, ce qui donne d’excellents

résultats en terme de taux d’erreurs binaires.

6. Le dernier chapitre présente les précodeurs complexes optimaux au sens de la distance minimale. La

méthode numérique de recherche est présentée en détails, puis illustrée par deux exemples pour les

modulations BPSK et MAQ-4. La forme (non-diagonale) obtenue pour les précodeurs est très simple

et peut être utilisée directement par l’émetteur. De plus les taux d’erreurs binaires sont les meilleurs de

tous les systèmes étudiés.

La conclusion et les perspectives sur ce travail terminent ce document.
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Chapitre 1

Introduction aux systèmes MIMO et

MIMO-OFDM

Le but de ce chapitre n’est pas de faire une présentation exhaustive des systèmes MIMO, mais simplement

de les présenter brièvement afin de poser le cadre du travail effectué et les notations générales du document.

1.1 Présentation des systèmes multi-antennes

Les communications sur le canal radio-mobile se sont fortement développées ces dernières années, aussi

bien en terme de nombre d’utilisateurs que de débit par utilisateur. Ceci entraîne la saturation des ressources

radio-fréquence dans les lieux de forte population. Dès lors, il existe une forte demande pour augmenter

l’efficacité spectrale de ces communications.

D’un autre côté, les transmissions via le canal radio mobile sont fortement pénalisées par les évanouisse-

ments du signal, dus à la fois aux trajets multiples et aux interférences entre symboles.

Pour pallier ces deux inconvénients, une solution est étudiée depuis quelques années. Il s’agit d’une ar-

chitecture de transmission basée sur l’utilisation de plusieurs antennes à l’émission et à la réception. Ces

architectures, dites MIMO (Multiple Input Multiple Output), ont été développées par les laboratoires Bell en

1997 [1], [2]. Elles permettent d’atteindre à la fois de très hautes efficacités spectrales et de lutter efficacement

contre les évanouissements du signal. L’idée générale est de tirer profit de la dimension spatiale du canal et

d’exploiter les trajets multiples plutôt que de les supprimer.

Bien sûr, les systèmes multi-antennes sont connus depuis longtemps, mais jusqu’à récemment ils étaient

utilisés pour donner de la directivité à l’émetteur ou au récepteur. Pour ces systèmes dits (( conventionnels )),

lorsque l’émetteur possède plusieurs antennes, il émet sur chacune d’elles une version déphasée du même

symbole, fournissant ainsi une directivité réglable à l’émetteur. Le récepteur avec plusieurs antennes peut lui

aussi, en pondérant le signal de chaque capteur, choisir une direction de réception privilégiée.

Les systèmes MIMO étudiés ici agissent différemment, en réalisant un multiplexage spatial qui augmente
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FIG. 1.1 – Principe d’un système MIMO. Les informations sont démultiplexées en nT voies pour être modu-
lées et émises simultanément.

la capacité de la transmission (cf. figure 1.1). Les antennes émettrices transmettent chacune un symbole dif-

férent, indépendant de celui des autres antennes, mais en utilisant la même modulation, la même fréquence

porteuse et en étant synchronisées. La bande passante utilisée reste identique à celle d’un système mono-

émetteur, mais comme plusieurs symboles sont émis, l’efficacité spectrale augmente.

En présence de réflecteurs, le signal émis par une antenne arrive sous plusieurs versions, retardées et at-

ténuées, sur chaque antenne réceptrice. La somme de ces échos forme des interférences qui peuvent être soit

constructives, soit destructives (évanouissements). Si les antennes réceptrices sont suffisamment espacées, ty-

piquement d’une demi-longueur d’onde, elles ne seront que rarement victimes d’évanouissements simultanés

(cf. section 1.2). Ceci facilite la récupération de l’information émise. Prenons par exemple une transmission

SISO (Single-Input Single-Output), avec des évanouissements de l’ordre de 20 à 40 dB [3]. Avec un système

MIMO de seulement deux émetteurs et deux récepteurs, les évanouissements ne seront plus que d’environ

10 dB, soit un gain de 10 à 30 dB qui facilite grandement la réception.

Une autre façon de présenter l’intérêt des systèmes MIMO est de dire qu’ils sont très efficaces car ils

peuvent utiliser toutes les techniques des transmissions SISO, en plus de deux techniques qui leur sont propres.

Les systèmes SISO emploient deux techniques de diversité : la diversité temporelle et la diversité fréquentielle.

– La diversité temporelle s’applique pour les canaux sélectifs en temps. L’information est répétée dans

le temps à intervalles plus grands que le temps de cohérence du canal (durée minimale entre deux éva-

nouissements indépendants). La diversité temporelle est généralement utilisée avec de l’entrelacement

et du codage correcteur d’erreur.

– La diversité fréquentielle s’utilise pour les canaux sélectifs en fréquence. L’information est répétée sur

une bande de fréquence plus large que la bande de cohérence du canal (espacement fréquentiel minimal

entre deux fréquences affectées d’évanouissements indépendants). La diversité fréquentielle s’emploie

généralement à l’aide de techniques d’étalement de spectre ou multi-porteuses [4], [5], [6].

Les systèmes MIMO peuvent adopter ces deux formes de diversité, plus deux autres techniques qui leur

sont propres : la diversité spatiale et le multiplexage spatial.

– La diversité spatiale consiste à utiliser plusieurs antennes distantes d’au moins la distance de cohé-

rence du canal (distance minimale pour obtenir des évanouissements indépendants). La diversité spatiale
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existe à l’émission et en réception, mais elle n’y joue pas tout à fait le même rôle. En effet la diversité

spatiale à l’émission, aussi appelée diversité de transmission, diffère selon que l’émetteur connaisse

ou non le canal (cf. section 4.2). Si l’émetteur connaît le canal il peut en profiter pour optimiser la

transmission, sinon il utilisera plutôt un code espace-temps (STC) [7], [8], [9], [10].

– Le multiplexage spatial consiste à séparer les données en plusieurs voies parallèles, qui sont alors émises

simultanément sur les différentes antennes. La capacité du système s’en trouve améliorée sans augmen-

ter la puissance à l’émission.

Nous allons maintenant voir succintement le modèle de canal MIMO le plus utilisé, avant d’introduire les

formules classiques sur la capacité.

1.2 Modèle de canal MIMO à évanouissements

Nous nous limitons, dans ce mémoire, à l’utilisation d’un modèle mono-utilisateur dans un canal non

sélectif en fréquence car limité à une bande étroite. Dans ce cas, le modèle discret en bande de base clas-

siquement utilisé consiste en une matrice H, dont chaque coefficient complexe hij représente la fonction

de transfert entre la ie antenne réceptrice et la je antenne émettrice. Pour un système avec nT antennes à

l’émission et nR antennes en réception, le vecteur reçu r peut s’écrire :

r = Hs + ν (1.1)

avec s = [s1 . . . snT
]T le vecteur de symboles émis, H la matrice de canal de dimension nR × nT et

ν = [ν1 . . . νnR
]T le vecteur de bruit additif gaussien en réception. Nous supposons que E[ss∗] = InT

,

E[νν∗] = R et E[sν∗] = 0.

Lorsque le canal subit des évanouissements de Rayleigh, les éléments de H sont indépendants et identi-

quement distribués (i.i.d.) suivant une loi gaussienne complexe centrée : hij = (a +
√
−1b) ∼ CN (0,1). De

façon équivalente les réels a et b sont i.i.d. et suivent une loi gaussienne centrée N (0, 12 ). Les éléments de H

ont une phase uniformément distribuée et une amplitude qui suit une loi de Rayleigh. Ce modèle est typique

d’un environnement avec de nombreux échos et un écart suffisant entre les antennes.

Nous reprenons aussi les hypothèses classiques que le canal reste constant durant la transmission d’un bloc

de données et que le récepteur connaît parfaitement la matrice de canal H. Cette connaissance peut s’obtenir

soit par des symboles d’apprentissage soit par estimation aveugle du canal. Il peut exister un lien de retour, du

récepteur vers l’émetteur, permettant de connaître le canal à l’émission.

Il existe de nombreux autres modèles pour s’adapter aux différentes configurations, et leur étude constitue

un sujet de recherche d’actualité [11, 12, 13]. Nous utiliserons le modèle ci-dessus durant tout le mémoire,

sauf dans le chapitre 3.
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1.3 Capacité des canaux MIMO

La capacité des systèmes MIMO est un sujet d’actualité dans la littérature [14] [15], dont nous ne pré-

sentons ici que le minimum pour montrer l’intérêt des transmissions MIMO. Afin de pouvoir comparer les

différentes capacités que nous allons voir, la puissance totale moyenne émise p0 reste constante. Lorsque le

nombre d’antennes varie à l’émetteur, alors la puissance est répartie entre les nT antennes de façon à ce que

leur somme reste égale à p0. Si aucune connaissance du canal n’est disponible à l’émetteur, la répartition de

puissance uniforme est optimale en terme de capacité (chaque antenne émet une puissance p0/nT ) [1].

Pour les formules de capacité les notations suivantes sont utilisées :

– La puissance du bruit est identique sur chaque antenne réceptrice 1 et est notée σ2
ν .

– p
R

est défini comme la puissance moyenne qui serait reçue sur chaque antenne si un seul émetteur

utilisait toute la puissance p0 (donc un canal SIMO).

– Le rapport signal sur bruit moyen (RSB) sur chaque antenne de réception 2 est ρ
R

= p
R
/σ2

ν , et est

indépendant de nT .

Canal SISO

La capacité d’un canal SISO est [16] :

C = log2 (1 + ρ
R
) bps/Hz. (1.2)

Elle augmente lentement, en fonction du logarithme de 1+ ρ
R

. Lorsque le RSB est élevé, un gain de 3 dB

sur ρ
R

ne fournira une augmentation de capacité que d’un bit par seconde par hertz (bps/Hz).

Canal SIMO

Un canal SIMO (Single Input, Multiple Output), est un système multi-antennes conventionnel réalisant,

par exemple, de la formation de voie conventionnelle en réception. Sa capacité est donnée par [17] :

C = log2

(
1 + ρ

R
n2

R

)
bps/Hz. (1.3)

Sa capacité augmente en fonction du logarithme de 1 + ρ
R
n2

R, soit un peu moins lentement que dans le

cas SISO. Elle reste toutefois petite devant celle du canal MIMO, car la dimension spatiale du système n’est

que partiellement exploitée.

1. Le bruit est supposé blanc, si ce n’est pas le cas alors il peut être blanchi à l’entrée du récepteur (cf. section 4.3).
2. Dans les chapitres 4, 5 et 6 sur les précodeurs linéaires nous normaliserons H et nous utiliserons le rapport entre la puissance

émise p0 et la puissance totale du bruit nRσ2

ν . En effet l’action des précodeurs modifie la puissance reçue et ρ
R

ne fournirait pas une
base de comparaison identique pour tous les précodeurs.
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FIG. 1.2 – Capacités de systèmes SIMO et MIMO à 4 et 8 antennes par rapport au canal SISO. Le multi-
plexage spatial permet d’augmenter beaucoup plus rapidement la capacité.

Canal MIMO

Pour un canal MIMO, avec une puissance de p0/nT sur chaque émetteur, la capacité est [1, 17] :

C = log2

(
det

[
InR

+
ρ

R

nT
HH∗

])
bps/Hz. (1.4)

En particulier lorsque nT et nR sont grands, l’espérance de la capacité pour un canal de Rayleigh croit

proportionnellement à nR :

E [C] ≈ nR log2 (1 + ρ
R
) bps/Hz. (1.5)

La capacité augmente donc beaucoup plus vite que dans les cas SISO et SIMO. La figure 1.2 représente

l’espérance de la capacité en fonction du RSB pour plusieurs valeurs de nT et nR. Mille tirages de H, effectués

suivant la loi définie précédemment, ont été utilisés pour tracer ces courbes.

– Dans le cas SISO (nT = 1 et nR = 1) la capacité varie de 1 à 7,5 bps/Hz environ. Elle reste faible

et croît lentement avec le RSB, ce qui illustre bien les limitations des transmissions SISO. Malgré les

techniques actuelles, qui permettent de tirer le maximum d’un canal SISO, sa capacité est une borne

qui ne peut être dépassée et un système multi-antennes, même sous-exploité, obtiendra de meilleures

performances.

– Les deux exemples SIMO (nT = 1, nR = 3 et nR = 7) montrent les bornes supérieures des traitements
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sans multiplexage spatial. Le passage à trois antennes en réception permet de gagner 2 bps/Hz par

rapport au SISO, ce qui n’est pas très important, en particulier à fort RSB. Avec nR = 7 le gain est

d’environ 1,5 bps/Hz, ce qui est peu pour quatre antennes supplémentaires. Comme pour les systèmes

SISO la capacité augmente lentement, ce qui reste la principale limitation des systèmes SIMO, à fort

RSB notamment.

– Les deux exemples MIMO ont le même nombre total d’antennes que les systèmes SIMO, de façon à

faciliter les comparaisons (nT + nR = 4 et 8). Pour un RSB de 0 dB, le système MIMO avec nT = 2

et nR = 2 a une capacité équivalente à celle du système SIMO avec quatre antennes. La capacité

MIMO augmente ensuite beaucoup plus rapidement, pour finir avec un gain de plus de 50 % à 25 dB de

RSB. Exactement les mêmes commentaires peuvent être faits sur les systèmes MIMO et SIMO à huit

antennes. Nous pouvons aussi vérifier que la capacité du système MIMO à huit antennnes est presque

le double de celle du système à quatre antennes.

L’avantage en capacité des sytèmes MIMO est principalement dû à l’exploitation des trajets multiples.

Tout d’abord ils permettent au récepteur de différencier les différentes antennes d’émission, et donc d’émettre

plusieurs symboles simultanément. Ensuite, chaque trajet est une réplique du signal émis, et est donc porteur

d’information utile. Nous pouvons aussi dire que chaque trajet est l’équivalent du signal direct émis par une

antenne virtuelle, ce qui augmente virtuellement le nombre d’antennes émettrices [18], [19].

Le prix à payer pour cette augmentation de la capacité est tout d’abord matériel, avec la multiplication des

antennes et de leur électronique associée, mais aussi logiciel, avec des récepteurs nettement plus complexes

et demandant plus de puissance de calcul.

1.4 Récepteurs les plus courants

Dans les systèmes MIMO le récepteur du maximum de vraisemblance (MV) demande une importante

puissance de calcul, en particulier lorsque le nombre d’antennes et la taille de l’alphabet des symboles sont

grands. D’autres structures de récepteurs sont donc utilisées, bien qu’elles soient sous-optimales en terme de

TEB. Les deux types de structures les plus répandues sont l’égaliseur linéaire et l’égaliseur à retour de déci-

sion. Ces égaliseurs sont analogues aux égaliseurs SISO du même nom, bien connus dans la littérature [20].

Pour les deux structures d’égaliseur, le critère peut être soit le minimum de l’erreur quadratique moyenne

(MMSE), soit l’annulation de l’interférence entre symboles (Forçage à Zéro, ZF). Nous nous limitons ici au

cas du canal fixe supposé parfaitement connu au récepteur, mais des versions adaptatives existent [21].
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1.4.1 Récepteur linéaire du Forçage à Zéro (ZF)

Ce récepteur est le plus simple et, en général, le moins performant. Il cherche à annuler les contributions

des autres émetteurs sur chaque symbole. Ceci revient à inverser la matrice de transfert du canal :

ŝ = (H∗H)−1H∗r (1.6)

Lorsque H est mal conditionnée, son inversion multiplie le bruit, qui dégrade alors sérieusement les per-

formances à faible RSB. Autrement dit, l’annulation complète des interférences entre symboles (IES) peut

dégrader les performances en augmentant le bruit. Si H n’est pas de rang plein (rang k < nT ) seuls k sym-

boles peuvent être démodulés pour chaque vecteur de nT symboles.

1.4.2 Récepteur linéaire MMSE

Ce critère minimise l’erreur moyenne quadratique due à la fois au bruit et aux interférences entre sym-

boles, contrairement au récepteur ZF qui ne s’occupe que des interférences entre symboles. Son expression

est bien connue dans la littérature [9] :

ŝ = (H∗H +
nT

ρ
InR

)−1H∗r (1.7)

avec ρ = p0

σ2
ν

, le RSB moyen par antenne de réception.

Ce récepteur résiste mieux au bruit que le récepteur ZF, mais ne sépare pas parfaitement les sous-canaux.

À haut RSB, le récepteur MMSE tend vers le récepteur ZF car σ2
ν tend vers 0.

1.4.3 Récepteur à retour de décision V-BLAST

Le principe de l’algorithme du récepteur V-BLAST a été présenté dans [22]. Il s’agit d’un égaliseur à retour

de décision adapté à la structure des systèmes MIMO. L’égaliseur peut utiliser soit le critère du forçage à zéro,

soit le critère du MMSE. Son principe est le suivant : le symbole de l’émetteur le plus favorisé (possédant

le meilleur RSB suivant le critère considéré) est démodulé en premier. Sa contribution au vecteur reçu r est

ensuite annulée, ce qui augmente le RSB sur les autres émetteurs (à chaque bonne décision). Cette étape

est répétée jusqu’au dernier émetteur, le moins favorisé. Ce récepteur est aussi noté dans la littérature OSIC

(Ordered Successive Interference Cancellation). Les six étapes de la réception d’un vecteur sont les suivantes :

1. Choix de l’antenne i correspondant au meilleur RSB.

2. Le symbole si de l’émetteur i choisi est démodulé, sa valeur est stockée pour la suite. Le RSB de

l’émetteur i étant le plus élevé, la probabilité d’erreur de si est la plus faible, d’où le choix de le

démoduler en premier.
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3. En multipliant la ie colonne de H avec si, on obtient la contribution de si sur chaque composante du

vecteur reçu r.

4. Cette contribution est soustraite du vecteur r, afin d’obtenir ce qui aurait été reçu en l’absence du

symbole si. Cette opération améliore le RSB des autres symboles, à condition que la bonne valeur de si

ait été choisie [2].

5. La ie colonne de la matrice H est forcée à zéro, formant la matrice de canal entre toutes les antennes sauf

le ie émetteur. Cette matrice devient la nouvelle matrice de canal pour l’itération suivante, le ie symbole

ayant déjà été démodulé.

6. Les étapes 1 à 5 sont répétées nT fois, jusqu’à ce que tous les symboles soient démodulés.

Cet algorithme améliore nettement les performances du récepteur, sans trop augmenter sa charge de calcul.

Comme pour tous les égaliseurs à retour de décision, son principal inconvénient est la propagation des erreurs.

Une fois qu’une mauvaise décision a été prise sur la valeur d’un symbole, une mauvaise contribution est retirée

au vecteur r, ce qui entraîne que les symboles suivants seront presque certainement mal estimés.

1.4.4 Récepteur du maximum de vraisemblance (MV)

Le récepteur du maximum de vraisemblance (MV) permet les meilleures performances en TEB. En effet,

il est optimal si les vecteurs émis s sont équiprobables, ce qui est le cas puisque les symboles s i sont équi-

probables et que les nT voies émises en parallèles sont indépendantes. Il s’exprime classiquement de la façon

suivante :

ŝ = arg min
s

‖r−Hs‖2 (1.8)

Toutefois sa charge de calcul devient rapidement très importante car elle augmente exponentiellement

avec le nombre d’antennes à l’émission (M nT pour une modulation à M états) et linéairement avec le nombre

d’antennes en réception nR. Lorsque le coût calculatoire devient prohibitif, il est possible de le diminuer

en utilisant l’algorithme du décodage par sphères généralisé (GSD), qui obtient un niveau de performance

semblable [23], [24], [25].

La figure 1.3 montre un exemple de TEB pour les cinq récepteurs que nous venons de présenter succinc-

tement. Naturellement leurs performances augmentent avec leur complexité. Nous retrouverons ces différents

récepteurs tout au long de notre présentation, mais dans les chapitres 4, 5 et 6 nous utiliserons exclusivement

le récepteur optimal (MV), afin de comparer dans les meilleures conditions les précodeurs étudiés.

1.5 Extension aux systèmes MIMO-OFDM

Le modèle de transmission pour les systèmes MIMO que nous avons vu dans la section 1.2 est un modèle

limité à une bande étroite. Dans ce cas, le coefficient de propagation entre deux antennes se représente par un
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FIG. 1.3 – TEB des cinq principaux récepteurs MIMO pour 10 000 tirages de H et un bruit blanc.

nombre complexe. Si on élargit la bande passante, le canal peut être représenté par un filtre dont le nombre de

coefficients dépend de la largeur de la bande considérée. La matrice de canal H devient alors une matrice de

vecteurs, chaque vecteur correspondant au filtre entre deux antennes. Ceci complique beaucoup le récepteur

MIMO, et actuellement une solution plus simple et très efficace est largement étudiée ([26], [27], [14], [28],

[29]) : la large bande passante du système est divisée en sous-bandes étroites indépendantes [30], un récepteur

MIMO travaillant indépendamment dans chaque sous-bande. La division en sous-bandes indépendantes est

réalisée grâce à la modulation OFDM, solution classique sur les canaux à évanouissements.

1.5.1 Rappels sur la modulation OFDM

La modulation OFDM (Multiplex à Division de Fréquences Orthogonales) est une méthode de transmis-

sion multiporteuses [31] dont de nombreuses variantes existent [32]. Nous n’abordons ici que la version la plus

classique [33]. Si l’on note P le nombre de sous-porteuses utilisées, alors P symboles vont être émis simulta-

nément, un par sous-porteuse. Les symboles sont choisis dans l’alphabet d’une modulation d’amplitude et/ou

de phase. Nous utiliserons ici une modulation MAQ-M . La durée symbole, Tu, détermine l’écart fréquentiel

entre les sous-porteuses. En effet, le signal étant observé durant la durée d’un symbole par le récepteur, toutes

les fréquences séparées de 1/Tu sont orthogonales. Les P sous-porteuses sont généralement choisies avec un

écart de 1/Tu, afin d’être orthogonales et de pouvoir être démodulées indépendamment.

Pour rester dans les grandes lignes du principe, on peut dire que le signal émis est généré à partir d’une
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transformée de Fourier discrète inverse d’un paquet de P symboles MAQ-M en bande de base. Pour s’affran-

chir des interférences avec les symboles émis précédemment, on insère au début du signal un intervalle de

garde dont la durée doit être au moins égale à celle de l’écho le plus éloigné 3 [36]. Le signal en bande de base

ainsi constitué est ensuite mis sur porteuse, autour d’une fréquence centrale fc.

En réception, le signal est d’abord ramené en bande de base, puis une transformée de Fourier discrète

est appliquée sur la partie (( utile )) de chaque symbole OFDM, et l’intervalle de garde est ainsi supprimé.

Généralement le signal émis durant le temps de garde est la recopie des derniers échantillons du paquet. Il en

découle que la convolution linéaire entre le filtre du canal et le signal des données peut être remplacée par une

convolution circulaire. Cela présente deux avantages importants :

1. Les paquets de données (P symboles) sont indépendants, l’effet des échos sur un paquet ne dépend pas

des paquets précédents.

2. L’effet du canal pouvant être vu comme une convolution circulaire, nous pouvons utiliser le fait que

la transformée de Fourier discrète transforme une convolution en multiplication. Chaque sous-canal est

alors caractérisé simplement par un coefficient complexe, ce qui simplifie l’égalisation au récepteur.

En résumé, la modulation OFDM transforme le canal large bande en un ensemble de P sous-canaux à

bande étroite, chaque sous-canal étant indépendant des autres. Chaque symbole de la MAQ-M est transmis

sur un sous-canal, caractérisé par son coefficient complexe.

1.5.2 Principe de l’association MIMO et OFDM

Le principe d’un système MIMO-OFDM est présenté figure 1.4. Les données à émettre sont démulti-

plexées en nT voies indépendantes, pour être émises sur chaque antenne via un modulateur OFDM. En ré-

ception, le signal de chaque sous-porteuse est séparé, antenne par antenne, à l’aide de nR démodulateurs

OFDM [37]. Pour chaque sous-porteuse, le signal des différentes antennes est démodulé avec un récepteur

MIMO classique. Au final les données des P récepteurs MIMO sont multiplexées dans l’ordre initial.

Le canal MIMO large bande est modélisé par P matrices Hp (nR × nT ), chaque matrice correspondant à

la réponse du canal pour la fréquence de la pe sous-porteuse [38].

Pour illustrer l’intérêt de l’association des systèmes MIMO avec la modulation OFDM, nous allons

prendre un exemple en simulant un canal d’acoustique sous-marine (ASM). Le canal ASM petit fond est

un canal très difficile pour la transmission horizontale, notamment en raison des réflexions sur le fond [39].

La modulation OFDM est connue et utilisée avec succès depuis plusieurs années [36], mais jusqu’à présent

toujours dans un cadre mono-émetteur et mono-récepteur. Des expériences ont été menées avec plusieurs

émetteurs et un précodeur à conjugaison de phase dans ce type de canal [40] et [41], et les résultats obtenus

peuvent laisser penser que les systèmes MIMO pourraient être utilisés en ASM. Loin de penser ce problème

3. Il existe plusieurs variantes pour cet intervalle de garde, qui peut même être supprimé en utilisant un égaliseur [34], [35]. Nous
nous limitons ici à la solution la plus simple.
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FIG. 1.4 – Principe d’un système MIMO-OFDM.

résolu, la simulation présentée ici est un cas extrèmement simplifié dont le seul but est d’illustrer l’association

MIMO-OFDM.

Le détail des conditions de la simulation est présenté dans l’annexe A, mais les principaux paramètres sont

les suivants : l’émetteur MIMO possède 4 transducteurs (nT = 4), et le récepteur 8 hydrophones (nR = 8). La

distance de la transmission est de 5 km et la durée de la réponse impulsionnelle du canal est de 96 ms (temps

entre l’arrivée du premier et du dernier trajet, [42]). La fréquence porteuse est de 10 kHz, d’où une longueur

d’onde d’environ 15 cm.

Dans ces conditions de transmission un système MIMO mono-porteuse est extrèmement limité en débit.

Pour éviter l’interférence entre symboles (IES), la durée de 96 ms de la réponse impulsionnelle du canal

impose une durée symbole Ts plus longue, 200 ms par exemple (100 ms pour attendre la fin de l’IES et

100 ms pour la réception du symbole). Avec une modulation MAQ-4 le débit est de 10 bits par seconde (bps)

par voie, soit 40 bps avec 4 transducteurs, ce qui est très faible, même en ASM. La bande passante utilisée est

approximativement 1/Ts = 5 Hz seulement.

Avec une modulation OFDM nous allons pouvoir augmenter le débit en élargissant la bande passante. La

démodulation du symbole se fait sur les 100 dernières millisecondes, les sous-porteuses seront donc espacées

de 10 Hz pour être orthogonales. En prenant P = 64 sous-porteuses 4 , la bande passante sera de 640 Hz et le

débit des symboles MAQ-M de 64 × 5 = 320 symboles par seconde par antenne. Avec une MAQ-4, le débit

binaire de notre système MIMO-OFDM sera de 4 × 320 × 2 = 2 560 bps, P fois plus que le système MIMO

pour la même efficacité spectrale.

Les figures 1.5 et 1.6 permettent de comparer les capacités de l’OFDM et du MIMO-OFDM dans le cadre

de notre exemple en ASM.

La figure 1.5 représente des capacités pour l’OFDM. Une seule antenne étant utilisée à l’émission et à

la réception, nous avons choisi le meilleur couple parmi les 32 possibles (nT = 4 et nR = 8). La capacité

4. Le nombre de sous-porteuses est souvent une puissance de 2 pour accélérer les calculs des transformées de Fourier directes et
inverses.
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théorique représente la capacité du canal, calculée par la formule habituelle :

C =
1

P

P∑

p=1

Cp (1.9)

Cp représentant la capacité du canal pour la sous-porteuse p. Elle est obtenue de la façon suivante :

Cp = η log2(1 + ρp) (1.10)

avec ρp le RSB de la sous-porteuse p et le coefficient η = Tu

Tu+Tg
, qui tient compte de la perte d’efficacité

spectrale dans le temps de garde.

Les capacités expérimentales Cexp sont calculées en utilisant les formules :

c = 1 + TEB × log2(TEB) + (1 − TEB) × log2(1 − TEB) (1.11)

Cexp = η × nT × n× c (1.12)

avec ici nT = 1 et n = log2M , le nombre de bits transmis par symbole MAQ-M . Trois cas de modulations

sont représentées : MAQ-16, MAQ-256 et MAQ-4096. Ce dernier cas est irréaliste en pratique, mais il est

présenté pour montrer que la capacité expérimentale continue à augmenter lorsque le RSB augmente.

La figure 1.6 représente les mêmes capacités pour le système MIMO-OFDM, avec les mêmes modulations

MAQ-M . Les formules de capacités expérimentales sont identiques à celles du système OFDM, et la capacité

Cp est étendue au canal MIMO :

Cp = η log2(det[InR
+ ρpHpH

∗
p]) (1.13)

La comparaison avec la figure précédente montre le gain important en capacité et donc en débit, puisque

la même bande passante est utilisée. Pour comparer les performances en TEB des deux systèmes il faut les

mettre dans les mêmes conditions, c’est à dire avec la même puissance émise, la même bande passante et

le même débit. Pour obtenir le même débit il faut augmenter le nombre de bits par symbole pour l’OFDM.

Sur la figure 1.7 l’OFDM utilise une modulation MAQ-256 et le MIMO-OFDM une modulation MAQ-4,

afin d’obtenir la même efficacité spectrale. Les performances du MIMO-OFDM sont nettement meilleures,

illustrant pour cet exemple le net apport de la diversité spatiale, même combinée avec une modulation OFDM.

De son côté la modulation OFDM permet d’élargir simplement la bande passante d’un système MIMO, et

d’augmenter son débit tout en conservant sa grande efficacité spectrale.

Puisque l’association MIMO-OFDM peut être modélisée par des systèmes MIMO indépendants à des

fréquences différentes, tout le travail sur les précodeurs MIMO des chapitres 4, 5 et 6 peut s’étendre facilement

à des précodeurs MIMO-OFDM.
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1.6 Conclusion

Les communications MIMO ne sont un centre d’intérêt que depuis peu de temps. Il reste donc de très

nombreux points à approfondir, comme par exemple les modèles sur les matrices de canal, les architectures

adaptatives et les effets non-linéaires induits par la diaphonie entre les voies.

Dans les travaux présentés dans ce mémoire toutes les communications sont non-codées, afin de mieux

voir les effets des différentes parties étudiées. Dans un système complet, il faudrait bien sûr coder l’information

mais cela n’apporterait rien aux simulations réalisées ici. En supposant le codage antérieur à la modulation,

ce qui est généralement le cas, toute amélioration de la probabilité d’erreur sur les symboles transmis réduira

le taux d’erreur de l’information codée.

Nous allons maintenant voir une méthode pour estimer rapidement le taux d’erreur d’une transmission

MIMO, en réduisant le temps de calcul des simulations réalisées.
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Chapitre 2

Estimation rapide du TEB d’une

transmission MIMO-OFDM

2.1 Introduction

Dans l’étude d’une chaîne de transmission numérique, les performances du système sont généralement

exprimées en terme de Taux Erreur Bit (TEB) en fonction du Rapport Signal sur Bruit (RSB). Il est rarement

possible d’obtenir ces courbes de façon analytique à cause de la structure du récepteur (non-linéarité, fonction

implicite du type arg min, etc.). On est donc obligé de se rabattre sur des techniques de simulation numériques.

La plus utilisée est la méthode de Monte Carlo (MC) qui consiste à faire un grand nombre de tirages de bruit

pour obtenir une statistique à la sortie du récepteur. Cette méthode se révèle fastidieuse lorsque l’on cherche

un jeu de courbes paramétrées ou que l’on veut descendre à des TEB faibles. D’autres méthodes du type

(( importance sampling )) peuvent être mises en œuvre pour limiter le nombre de tirages [43].

Ici nous appliquons 1 aux communications numériques une méthode proposée dans le domaine de la ro-

botique en 1996 par Julier et Uhlmann (JU) et aussi connue sous le nom de (( Unscented )) [45, 46] . Cette

méthode est très générale et a été utilisée récemment dans des domaines aussi variés que la localisation de

sources sous-marines [47], la synchronisation de récepteurs Chaos Shift Keying [48], la conversion de coor-

données polaires bruitées en coordonnées cartésiennes [49], l’estimation simultanée de l’état d’un système et

de son modèle dynamique [50] et l’égalisation de canaux [51]. La méthode de JU peut être vue comme un

filtre particulaire [52, 53, 54] avec un nombre minimum de particules. Ces deux techniques peuvent même

être fusionnées pour donner un estimateur extrèmement performant [55].

Ici nous proposons de remplacer l’estimation classique du TEB par la méthode de MC en utilisant la

méthode de JU qui s’affranchit du tirage aléatoire par un choix déterministe des échantillons de la distribution

du bruit. Ces échantillons permettent de calculer les deux premiers moments du bruit en sortie du récepteur

1. Les résultats présentés ici ont fait l’objet d’une publication au GRETSI en 2001 [44].
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puis d’estimer le TEB grâce à une formule théorique classique. La difficulté réside alors, pour la plupart

des cas, dans l’obtention de la formule théorique de probabilité d’erreur (ou au moins une approximation).

On présente des résultats dans le contexte d’un système de transmissions multi-antennes (MIMO) avec une

modulation OFDM utilisant une constellation MAQ. On considère ici deux types de récepteur, le premier

qui utilise un décodeur linéaire de type (( Zero Forcing )) et le second basé sur un décodeur non-linéaire

utilisant l’algorithme V-BLAST [22]. Dans ce dernier cas, on ne dispose pas de formule du TEB mais nous en

proposons une approximation qui prend en compte la stratégie propre de l’algorithme V-BLAST.

L’intérêt principal de la méthode de JU réside dans sa rapidité d’utilisation. En effet, on peut changer un

certain nombre de paramètres, tel que le nombre d’états de la constellation, le nombre d’antennes, etc., pour

avoir des résultats rapides en terme de TEB sans avoir recours à chaque fois à des tirages de MC coûteux en

temps de calcul. Les résultats obtenus sont suffisamment précis dans la majorité des cas, mais cette précision

doit toutefois être validée en quelques points particuliers par un tirage de MC.

2.2 Modèle MIMO associé à une modulation OFDM

Pour faciliter la lecture du document cette partie fait un rappel des notations du chapitre 1 que nous allons

utiliser ici.

Les systèmes de transmission de type MIMO permettent d’atteindre des capacités très importantes (de

l’ordre de 20 bit/s/Hz) grâce à l’exploitation de la diversité spatiale du canal. Mais le débit de transmission est

limité par la durée symbole qui doit être grande devant la durée de la réponse impulsionnelle du canal. L’utili-

sation d’une modulation OFDM classique dans un système MIMO permet de s’affranchir de cette contrainte

simplement en assurant un temps de garde supérieur au dernier écho du canal.

Nous faisons ici l’hypothèse classique que l’émetteur (avec nT antennes) et le récepteur (avec nR an-

tennes) sont parfaitement synchronisés et que l’instant de décision est optimal. De même, le canal est supposé

avoir été estimé par le récepteur et la puissance totale émise p0 est équirépartie entre les nT émetteurs.

On montre [30] qu’un système MIMO-OFDM en bande de base à P sous-porteuses peut être vu comme P

branches parallèles et indépendantes d’un système MIMO mono-porteuse, comme cela est illustré figure 2.1.

Si sp = [sp1, . . . ,spnT
]T est le vecteur des symboles émis par la pe sous-porteuse alors le vecteur reçu

correspondant est décrit par la relation matricielle :

rp = Hpsp + νp p = 1, . . . ,P (2.1)

où νp = [νp1, . . . ,νpnR
]T est le vecteur de bruit additif, blanc, gaussien, centré, complexe de matrice

de covariance Rν = E[νpν
∗
p ] = σ2

νInR
où InR

est la matrice identité nR × nR. La matrice de canal Hp de

dimension nR×nT est telle que l’élément hij représente le gain complexe entre le je émetteur et le ie récepteur

associé à la pe sous-porteuse.
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ŝP

s1

s2

sp

r2

r1

rPs̃P

s̃2

s̃1

FIG. 2.1 – Système équivalent en bande de base d’une transmission MIMO avec une modulation OFDM à P
sous-porteuses.

Nous allons utiliser ici deux types de récepteurs MIMO : le ZF et le V-BLAST qui peut être considéré

comme un ZF itératif à retour de décision.

– Dans le cas du (( Zero Forcing )) le récepteur est linéaire, égal à Gp = (H∗H)−1H∗ (pseudo-inverse

de Hp) [22].

– Le principe de l’algorithme du récepteur V-BLAST est présenté dans [22] : le symbole de l’émetteur le

plus favorable, correspondant au meilleur RSB, est démodulé en premier. Sa contribution à la réception

est ensuite annulée, ce qui maximise le RSB sur les autres émetteurs à chaque bonne décision. Cette

étape est répétée jusqu’au dernier émetteur, le moins favorisé au niveau RSB. Ce récepteur est aussi

noté dans la littérature OSIC (Ordered Successive Interference Cancellation).

Dans tout système de communication numérique le bruit en sortie du récepteur peut être vu comme la

transformation du bruit d’entrée νp par le démodulateur. Nous allons pouvoir estimer la variance du bruit en

sortie du récepteur à l’aide de la méthode JU, ce qui nous permettra d’estimer le TEB de la transmission.

2.3 Présentation de l’estimateur de Julier et Uhlmann

La méthode de Julier et Uhlmann [45], récemment proposée en robotique dans le cadre de la trajectogra-

phie, est concurrente du filtre de Kalman Étendu [56, 57]. Elle porte sur le problème général de l’approxima-

tion de la transformation non-linéaire d’une variable aléatoire :

À partir d’un vecteur aléatoire x de dimension n, caractérisé par sa moyenne x̄ et sa matrice de covariance

Rx, nous cherchons à estimer les deux premiers moments ȳ et Ry du vecteur y de dimension m tel que :

y = T (x) (2.2)

avec T (.) transformation linéaire ou non-linéaire, qui peut être explicite (carré, intégrale,. . . ) ou implicite
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(min, max,. . . ).

Dans certains cas, par exemple lorsque T (.) est linéaire, les valeurs exactes de ȳ et Ry peuvent être

calculées. Toutefois, dans le cas général, ces solutions n’existent pas et des approximations doivent être faîtes.

La solution classique consiste alors à linéariser la transformation T autour de la valeur de x considérée. Cette

méthode présente plusieurs inconvénients, dont les deux principaux sont l’imprécision lorsque T est fortement

non-linéaire et le biais non nul dans de nombreux cas [49]. La méthode de JU est basée sur l’intuition (( qu’il

est plus facile d’approximer une densité de probabilité qu’une transformation non-linéaire arbitraire )).

Notre but ici étant d’expliquer simplement la méthode, nous écrivons les équations suivantes sans toute la

rigueur nécessaire à une démonstration. Pour ceci le lecteur pourra se reporter à [46] ou à [58].

Le développement en série de Taylor de l’équation 2.2 autour de la valeur x̄ peut s’écrire :

T (x) = T (x̄ + δx)

= T (x̄) + ∇T δx +
1

2!
∇2T δx2 +

1

3!
∇3T δx3 +

1

4!
∇4T δx4 + . . . (2.3)

avec δx vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de covariance Rx, et 1
i!∇iT δxi le ie terme de la série de

Taylor. Ce terme peut se mettre sous la forme :

1

i!
∇iT δxi =

1

i!




n∑

j=1

δxj
∂

∂xj




i

T (x)

∣∣∣∣∣∣∣
x=x̄

(2.4)

Par exemple, pour une transformation T d’un espace de dimension n = 2 dans un espace de dimension

m = 2, nous avons x = [x1,x2]
T et y = [y1,y2]

T . En notant T (x) = [g1(x),g2(x)]T , les deux premiers

termes de la série de Taylor sont :

∇T δx = δx1
∂T

∂x1
+ δx2

∂T

∂x2
(2.5)

1

2!
∇2T δx2 =

1

2!

(
δx2

1

∂2T

∂x2
1

+ 2δx1δx2
∂2T

∂x1∂x2
+ δx2

2

∂2T

∂x2
2

)
(2.6)

Le calcul de ȳ se résume à un calcul d’espérance :

ȳ = E [T (x̄ + δx)]

= T (x̄) +
1

2
∇2T Rx +

1

2
∇4T E[δx4] + . . . (2.7)

De même pour Ry :

Ry = E
[
{y − ȳ}{y − ȳ}T

]

= ∇T Rx(∇T )T +
1

2 × 4!
∇2T (E[δx4] −E[δx2Rx] −E[Rxδx

2] + R2
x)(∇2T )T
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+
1

3!
∇3TE[δx4](∇T )T + . . . (2.8)

La linéarisation classique au premier ordre néglige les termes d’ordre deux ou plus dans l’équation 2.3.

Les équations 2.7 et 2.8 deviennent alors :

ȳ = T (x̄) (2.9)

Ry = ∇T Rx(∇T )T (2.10)

La méthode de JU, que nous allons voir, possède plusieurs avantages. Elle estime parfaitement les deux

premiers ordres de ȳ et le premier ordre de Ry, mais de façon plus simple. De plus, il est possible de diminuer

les erreurs d’ordre quatre en intervenant sur un paramètre (κ).

Pour arriver à ce résultat, la méthode de JU représente les 2 premiers moments de x par un ensemble de l

échantillons Xi de poids Wi. Pour x vecteur réel de dimension n, on aura l = 2n+1 échantillons donnés par :

X0 = x̄ W0 = κ/(n+ κ)

Xi = x̄ +
(√

(n+ κ)Rx

)
i

Wi = 1/2(n+ κ)

Xi+n = x̄−
(√

(n+ κ)Rx

)
i
Wi+n = 1/2(n+ κ)

(2.11)

où
(√

(n+ κ)Rx

)
i

correspond à la ième ligne de la racine carrée de la matrice (n+ κ)Rx.

Le paramètre κ donne un degré de liberté que l’on fixe à κ = 3 − n dans le cas où x est un vecteur

gaussien. Cette valeur réduit les erreurs d’ordre quatre puisque, dans ce cas, le kurtosis est égal à trois [49].

Ensuite, chacun des échantillons Xi subit la transformation T pour donner les échantillons Yi = T (Xi).

On obtient alors une estimée de la moyenne et de la covariance de y :

ȳ =
∑l−1

i=0 WiYi

Ry =
∑l−1

i=0 Wi{Yi − ȳ}{Yi − ȳ}∗
(2.12)

Les calculs détaillés du choix de ces échantillons Xi et de ces pondérations Wi sont donnés dans [58].

La figure 2.2 illustre sur un exemple simple la méthode de JU en la comparant avec la méthode de MC.

La partie de gauche représente la méthode de MC, avec un tirage de 1000 valeurs du vecteur x. Chacun de ces

1000 vecteurs est transformé par la fonction T pour obtenir 1000 vecteurs y. Les moyennes et les matrices

de covariance de x et y sont estimées à partir de ces 1000 valeurs. Les cercles représentent les matrices de

covariance en traçant les ellipses de confiance à 95% [59]. Sur la partie de droite nous pouvons voir en haut

les l = 2n + 1 = 5 vecteurs Xi, qui donnent en bas à droite leurs 5 images Yi = T (Xi). ȳ et Ry sont alors

estimées en utilisant les équations 2.12.
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FIG. 2.2 – Exemple d’une transformation T d’un vecteur x de dimension n = 2 vers un vecteur y de
dimension m = 2. Les deux figures de gauche montrent la méthode de MC pour estimer les deux premiers
moments de y. Les deux figures de droite illustrent la méthode de JU pour arriver à un résultat similaire. Les
cinq (( * )) indiquent respectivement les Xi et Yi sur les figures du haut et du bas. Les cercles représentent les
ellipses de confiance à 95%. Le gain en temps de calcul est ici de 2000 (10 000 points pour MC et 5 pour JU).

Nous allons maintenant appliquer cette méthode à un système MIMO-OFDM, dont le récepteur sera la

transformée T .

2.4 Application à l’estimation du TEB

Dans un système MIMO-OFDM le TEB est la moyenne des TEB par émetteur et par sous-porteuse :

Peb =
1

P

1

nT

P∑

p=1

nT∑

i=1

peip
(2.13)

Nous allons utiliser une modulation MAQ-4 dont le TEB, pour un système mono-émetteur et mono-

récepteur dans un canal gaussien, est donné par :

pe =
1

2
erfc

√
p0

2V < +
1

2
erfc

√
p0

2V = (2.14)
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où V < et V = sont les variances des parties réelle et imaginaire du bruit en sortie du récepteur 2 .

Avec un récepteur ZF, pour chaque émetteur, on peut injecter (2.14) dans (2.13) pour obtenir le TEB de

la transmission (cf. section 2.4.1). Dans le cas d’un récepteur V-BLAST, le retour de décision implique une

dépendance dans la démodulation des symboles. On ne pourra donc pas appliquer directement la stratégie

précédente (cf. section 2.4.2).

2.4.1 Récepteur (( Zero Forcing ))

Afin d’estimer le bruit en sortie de récepteur ZF on forme, pour chaque sous-porteuse, un vecteur bruit

de dimension 2nR en séparant partie réelle et partie imaginaire x = [x< ; x=]T = [<(νp) ; =(νp)]
T . La

moyenne et la matrice de covariance du vecteur x à l’entrée du récepteur sont données par 3 :

x̄ = E[x] = 02nR
Rx = E[xx∗] = σ2

ν

2 I2nR
(2.15)

où 0n est le vecteur nul de dimension n.

En utilisant (2.11) et (2.15), on construit les l échantillons Xi qui (( capturent )) les moments d’ordre 1 et

2 du vecteur bruit x (l = 2 × 2nR + 1). Chaque Xi forme un échantillon de bruit qui est ajouté au signal

transmis Hpsp. Ce signal bruité est ensuite démodulé par le récepteur ZF pour donner Yi de dimension 2nT .

En appliquant (2.12) avec les pondérations Wi on obtient une estimation du vecteur moyenne ȳ et de la

matrice de covariance Ry du bruit y en sortie du récepteur.

On extrait de la matrice Ry les parties réelles V <
i et imaginaires V =

i des variances de chaque émetteur

(i = 1, . . . ,nT ). En appliquant la procédure à chaque sous-porteuse les équations (2.13) et (2.14) nous donnent

le TEB.

Le traitement du récepteur ZF étant linéaire il est possible de calculer analytiquement la covariance du

bruit en sortie du récepteur par :

Ry = GpRνG
∗
p (2.16)

Les valeurs numériques obtenues en utilisant cette formule sont strictement identiques à celles estimées

par la méthode de JU, ce qui était prévisible dans ce cas.

Les figures 2.3 et 2.4 illustrent la méthode JU sur un exemple de transmission MAQ-4 simple (nR =

nT = 1, P = 64). Le v.a. x représente le bruit complexe à l’entrée du récepteur. Ses parties réelles et

imaginaires étant séparées, le vecteur x est de dimension 2. La transformation T indique la fonction réalisée

par le récepteur et le vecteur transformé y correspond à la sortie du récepteur.

La figure 2.3 représente les nuages de points de la constellation obtenus par la méthode de MC. La cova-

riance des symboles 1 + i est représentée par son ellipse de confiance à 95%.

2. Les parties réelle et imaginaire du bruit sont supposées ici indépendantes.
3. Notez que la méthode s’applique au cas général d’une matrice de covariance de bruit quelconque.
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FIG. 2.3 – Méthode de Monte Carlo. Les points représentent la valeur du signal en sortie du récepteur ZF,
pour chacun des symboles émis en présence de bruit. La covariance du symbole 1 + i est estimée numérique-
ment et représentée par son ellipse de confiance à 95%.
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FIG. 2.4 – Méthode de Julier et Uhlmann : résultat similaire pour le symbole 1+ i. Le gain de temps de calcul
dépend du nombre d’antennes et de la taille du tirage de MC (gain de 100 ici).
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La figure 2.4 représente la même chose, mais avec la méthode de JU. Les points sont les vecteurs Yi et

l’ellipse de confiance à 95% est la même que sur la figure précédente.

Avec un système MIMO-OFDM nous retrouverions les mêmes types de figures pour chacune des P sous-

porteuses.

2.4.2 Récepteur V-BLAST

Pour le récepteur V-BLAST il faut tenir compte de l’ordre de démodulation des symboles. En effet lors de

la prise de décision sur le 1er symbole trois cas peuvent se présenter :

i) le symbole est correct (probabilité p̄t11 donnée par (2.20)),

ii) la partie réelle est fausse (probabilité p<t11 donnée par (2.18)),

iii) la partie imaginaire est fausse (probabilité p=t11 donnée par (2.19)).

Ceci implique trois matrices de covariance possibles pour le 2e symbole (R21, R22 et R23) et donc trois

TEB donnés par (2.17). Cette procédure se répète jusqu’à obtenir la structure en (( arbre )) de la figure 2.5

présentée pour 3 émetteurs.

R31 R32 R33 R34 R35 R36 R37 R39R38

↓

pe32

↓

pe34

↓

pe36

↓

pe37

↓

pe38

↓

pe39

R22R21 R23

p<
t22

p<
t23

p=
t22

p=
t21

p=
t23

p<
t11

p=
t11

p<
t21

R11

↓

pe31

p̄t21

p̄t11

p̄t22 p̄t23

↓

pe35

↓

pe33

pe11
←

pe21
← pe22

← pe23
←

FIG. 2.5 – Représentation en (( arbre )) des matrices de covariance Rij (sur les (( nœuds ))) et des probabilités
de transition pt (sur les (( branches ))) pour 3 niveaux (3 émetteurs classés dans l’ordre utilisé par le récepteur
V-BLAST). À chaque Rij correspond le TEB peij

.

La méthode utilisée étant une méthode à l’ordre 2 cela revient à approximer le bruit en sortie du récepteur

V-BLAST par un bruit gaussien de matrice de covariance Rij =


 V <

ij ×
× V =

ij


.

On utilise alors (2.14) pour obtenir le TEB correspondant :

peij
=

1

2
erfc

√
p0

2V <
ij

+
1

2
erfc

√
p0

2V =
ij

(2.17)
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Les probabilités de transition sur les branches sont données par 4 :

p<tij =
1

2
erfc

√
p0

2V <
ij

(2.18)

p=tij =
1

2
erfc

√
p0

2V =
ij

(2.19)

p̄tij ' 1 − (p<tij + p=tij ) (2.20)

On obtient donc pour chaque émetteur les TEB suivants :

P1 = pe11
(2.21)

P2 = p<t11pe21
+ p̄t11pe22

+ p=t11pe23
(2.22)

P3 = p<t11p
<
t21
pe31

+ . . .+ p=t11p
=
t23
pe39

(2.23)

Soit pour chaque sous-porteuse, le TEB : Peb = 1
3(P1 + P2 + P3). Finalement le TEB du système de

transmission V-BLAST associé à une modulation OFDM est obtenu en faisant la moyenne des TEB pour

chaque sous-porteuse.

Les Rij sont estimées par la méthode de Julier et Uhlmann, les erreurs correspondantes à chaque branche

étant introduites dans l’algorithme. Par exemple, la matrice de covariance R33 est estimée en introduisant une

erreur sur la partie réelle du 1er symbole et une erreur sur la partie imaginaire du 2e symbole.

Ainsi en explorant les neuf branches de l’arbre nous estimons le TEB du récepteur V-BLAST avec seule-

ment 9× (4nR + 1) vecteurs à démoduler pour chaque sous-porteuse. La précision du résultat obtenu est très

bonne, comme le montrent les simulations ci-après 5.

2.5 Résultats de simulations

On compare ici les résultats de l’estimation du TEB entre la méthode de MC et JU pour une transmission

MIMO-OFDM de P = 64 sous-porteuses avec nT = 3 émetteurs, nR = 5 récepteurs et une MAQ-4. Ces

résultats sont présentés pour les récepteurs ZF et V-BLAST. L’estimation du TEB par la méthode de JU est

décrite dans les deux paragraphes précédents pour nT = 3 avec une modulation MAQ-4. Cette méthode peut

se généraliser simplement pour un nombre plus grand d’émetteurs (l’arborescence de l’arbre de la figure 2.5

devient plus important) et pour une constellation MAQ à M états (ou tout autre modulation avec une formule

reliant le TEB au niveau de bruit en sortie du récepteur).

Le même canal gaussien, tiré aléatoirement, est utilisé pour toutes les simulations (soit un seul tirage

4. On néglige les erreurs simultanées sur les parties réelle et imaginaire, d’où l’approximation (2.20).
5. La précision de l’estimation dépend des conditions de simulation, mais dans tous les cas testés elle a toujours été meilleure que

0.1%, pour une réduction du temps de calcul d’un facteur 500 environ.
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FIG. 2.6 – Comparaison du TEB entre les méthodes JU et MC pour les récepteurs ZF/OFDM et V-
BLAST/OFDM. Les paramètres de simulation sont : nT = 3, nR = 5, P = 64 et 10 000 paquets de 3
symboles pour l’estimation par MC.

des matrices Hp pour p = 1, . . . ,P ). Les courbes de TEB sont présentées en fonction du RSB à l’entrée

du récepteur (rapport entre la puissance totale du signal après le canal et la puissante totale du bruit sur les

récepteurs), donné par :

RSB =
p0

∑P

p=1
‖Hp‖2

PnT nRσ2
ν

avec : ‖Hp‖2 =trace(H∗
pHp) (2.24)

Les résultats de simulations sont présentés sur la figure 2.6. La méthode d’estimation du TEB par JU est

validée en plusieurs points du RSB pour les deux récepteurs en utilisant la méthode classique de Monte Carlo.

Pour les deux types de récepteurs les résultats estimés rapidement par la technique de JU sont extrèmement

proches 5 de ceux de la méthode MC. Pour le récepteur V-BLAST les résultats sont excellents 5 malgré la

structure non-linéaire de l’algorithme. Dans le cas du Zero Forcing la précision est même meilleure que celle

de MC, puisque l’on obtient un résultat identique au calcul formel, rendu possible par la linéarité du récepteur

(cf. 2.4.1).

2.6 Conclusion

Nous avons présenté une méthode numérique permettant d’obtenir très rapidement le TEB d’un système de

transmission numérique multi-antennes. Dérivée de l’algorithme proposé par Julier et Uhlmann, cette méthode
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utilise le même démodulateur que les techniques MC, et permet de vérifier beaucoup plus rapidement que ces

dernières les résultats théoriques. L’algorithme du démodulateur peut ainsi être modifié simplement, sans

refaire le programme d’estimation et l’on peut tester l’influence des modifications apportées à la chaîne de

communications numériques.

On a montré que cette technique pouvait s’appliquer au contexte de transmission MIMO avec un démo-

dulateur de type V-BLAST qui connaît actuellement un fort engouement dans les systèmes à grande efficacité

spectrale.

Pour des raisons de clarté, nous nous sommes ici limités à une version de notre méthode dans laquelle l’es-

timation se fait sur les deux premiers moments. Dans les cas où la statistique est non-gaussienne, la méthode

de Julier et Uhlmann peut s’étendre à l’ordre 4 pour affiner l’estimation [49]. D’autre part, on a considéré ici

que le vecteur aléatoire à l’entrée de l’algorithme JU ne tenait compte que des caractéristiques du bruit. On

peut éventuellement augmenter ce vecteur aléatoire en y incluant les statistiques du canal, par exemple pour

la simulation d’un canal de Rayleigh, Rice, etc. Un travail ultérieur serait de proposer une variante à cette

méthode dans le cas d’une transmission en présence d’interférences entre symboles importantes ou de codes

correcteurs d’erreurs en sortie du démodulateur car, actuellement, la méthode proposée est une méthode point

à point (transformation (( sans mémoire ))).
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Chapitre 3

Récepteur MIMO basé sur le maximum de

vraisemblance

3.1 Introduction

Le récepteur optimal en terme de TEB d’un système de communication numérique est bien connu, il s’agit

du récepteur du maximum de vraisemblance a posteriori (MAP), qui se simplifie lorsque les symboles émis

sont équiprobables pour devenir le récepteur du maximum de vraisemblance (MV). Ce récepteur MIMO est

décrit succinctement section 1.4.4. Toutefois ce récepteur est difficile à mettre en œuvre dans de nombreuses

applications car il impose une charge de calcul importante. Dans ce chapitre nous présentons un algorithme

beaucoup plus rapide, basé sur le maximum de vraisemblance (BMV), et qui obtient des performances simi-

laires en TEB lorsque les hypothèses que nous allons faire sur la faible diversité spatiale du canal MIMO sont

vérifiées 1 .

Une des limitations principales des communications MIMO provient du canal, quand celui-ci possède

une faible diversité spatiale. Cela arrive classiquement lorsque les évanouisements sont corrélés [11], ou bien

avec des modèles de matrice de canal H, dont les éléments ne sont pas corrélés, mais qui peuvent être mal

conditionnées. C’est le cas, entre autres, lorsque les coefficients de H suivent une loi normale avec la même

moyenne non nulle et des écarts types proportionnellement petits. Un exemple typique de ce cas est le modèle

de canal de Rice, que nous allons utiliser dans ce chapitre.

Le modèle de Rice est utilisé en présence de trajets directs ou de trajets multiples fixes [20]. Lorsque

ces trajets deviennent prédominants devant les trajets multiples aléatoires, la diversité spatiale diminue et les

variances des coefficients de H deviennent petites devant leur moyenne.

Ces canaux à faible diversité spatiale sont difficiles et les TEB obtenus sont moins bons qu’avec un canal de

Rayleigh. Les performances du récepteur à retour de décision (OSIC), généralement suffisantes, se dégradent

1. Une partie du travail présenté dans ce chapitre a fait l’objet d’une publication au congrès IEEE communications 2002 [60].
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fortement dans cette configuration, et un récepteur plus performant devient nécessaire.

La complexité calculatoire du récepteur MV est due à l’exploration systématique de l’ensemble A de

tous les vecteurs s possibles à l’émission, afin de maximiser le critère de vraisemblance. L’idée du récepteur

BMV présenté ici est d’utiliser le modèle de canal pour partitionner l’ensemble des vecteurs émis en différents

sous-ensembles. Ceci permet de limiter la recherche des vecteurs maximisant la vraisemblance.

L’estimation du vecteur émis se déroule en deux étapes :

– La première, sous-optimale en terme de TEB, permet de choisir le sous-ensemble auquel va se res-

treindre la recherche du vecteur émis.

– La seconde, optimale en terme de TEB, durant laquelle le vecteur émis va être estimé parmi les éléments

du sous-ensemble précédemment déterminé.

Chaque sous-ensemble possède moins d’éléments que A, ce qui réduit la charge de calcul. Le prix à payer

est que la méthode n’est pas optimale, puisque la première étape ne l’est pas. Toutefois les résultats obtenus

sont très proches de ceux du MV, du moins tant que l’hypothèse de départ sur la distribution statistique des

coefficients du canal reste valide. Ce très bon compromis TEB/complexité est obtenu par notre récepteur BMV

grâce à son utilisation de la structure du modèle de canal considéré.

3.2 Modèle de canal

Nous conservons ici les notations définies dans la section 1.2 pour un système MIMO avec nT antennes à

l’émission et nR antennes en réception. Le vecteur reçu r est défini par l’équation 1.1 :

r = Hs + ν (3.1)

avec s = [s1 . . . snT
]T le vecteur de symboles émis, H la matrice de canal de dimension nR × nT et

ν = [ν1 . . . νnR
]T le vecteur de bruit additif gaussien en réception. Rappelons que nous avons supposé que

E[ss∗] = InT
et E[sν∗] = 0. Dans ce chapitre le bruit est supposé blanc, isotrope, de puissance σ2

ν par

antenne : E[νν∗] = σ2
νInR

La différence avec la section 1.2 provient du modèle utilisé pour la matrice de canal H. Dans le chapitre 1

nous avons utilisé le modèle de canal de Rayleigh. Ici nous allons utiliser le modèle de canal de Rice non-

corrélé qui correspond à la combinaison de trajets multiples spéculaires et de Rayleigh [61, 62]. Ce modèle

donne pour H :

H =
√
κHm +

√
1 − κ H̃ (3.2)

avec la matrice H̃ = [h̃ij ] dont les éléments sont i.i.d. suivant une loi gaussienne complexe centrée de variance

égale à un. Hm = γβ∗ est une matrice déterministe de rang égal à un telle que trace(HmH∗
m) = nT nR, avec

γ = (exp(jθ1), . . . , exp(jθnR
))T et β = (exp(jθ′1), . . . , exp(jθ′nT

))T .
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Le paramètre de Rice κ (compris entre zéro et un), correspond à la fraction de l’énergie du signal reçu

dû aux trajets spéculaires. Pour κ = 0, il n’y a pas de trajet multiple spéculaire et le modèle de canal devient

le modèle MIMO de Rayleigh. Pour κ tendant vers un, les trajets multiples spéculaires sont prédominants,

H est mal conditionnée et fournit une faible diversité spatiale. Pour simplifier la présentation des calculs, et

sans perte de généralité, nous supposons le canal connu au récepteur et à l’émetteur. Il est alors possible de

faire une compensation de phase et de normaliser H. Ceci simplifie l’équation 3.2, en rendant les coefficients

de Hm égaux à un. Pour clarifier la présentation de notre récepteur BMV nous utiliserons cette simplification

dans la suite du chapitre.

Nous pouvons définir le paramètre % qui correspond au coefficient de dispersion du canal :

% =

√
1 − κ

κ
(3.3)

Ce paramètre % sera primordial pour déterminer lors des simulations le domaine de validité de la méthode

proposée.

3.3 Approche proposée

3.3.1 Notations spécifiques et principe du récepteur BMV

La description des deux étapes de l’algorithme de réception BMV présenté ici nécessite la définition de

notations supplémentaires :

– La somme des composantes du vecteur émis s peut se noter sΣ :

sΣ =
nT∑

i=1

si (3.4)

Notez que plusieurs vecteurs s différents peuvent donner la même valeur de sΣ.

– Le signal reçu moyen est représenté par rav :

rav =
1

nR

nR∑

i=1

ri (3.5)

avec ri le signal sur le ie récepteur.

– De la même façon le bruit moyen sera noté νav :

νav =
1

nR

nR∑

i=1

νi (3.6)

– Il est aussi utile de définir H̃av , vecteur ligne de dimension nT contenant la moyenne des colonnes de
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la matrice H̃ (chaque colonne de H̃ correspond à une antenne émettrice) :

H̃av =
1

nR

[
nR∑

i=1

h̃i1,...,
nR∑

i=1

h̃inT

]
(3.7)

En notant p0 la puissance totale émise, nous avons :

E
[
H̃avss

∗H̃∗
av

]
=

p0

nR
(3.8)

En multipliant à gauche l’équation 3.1 par un vecteur ligne de dimension nR, dont les composantes sont

toutes égales à 1
nR

, nous obtenons en utilisant l’équation 3.2 :

rav =
√
κ sΣ +

√
1 − κ H̃avs + νav (3.9)

Les conditions de validité de la méthode proposée dépendent de l’importance du terme
√

1 − κ H̃avs. La

méthode du BMV sera utilisable lorsque nous aurons les deux relations suivantes :

κE[|sΣ|2] = κ p0 � (1 − κ)p0/nR (3.10)

E[|νav |2] = σ2
ν/nR � (1 − κ)p0/nR (3.11)

La relation 3.10 correspond à l’hypothèse de faible diversité spatiale du canal avec de petites valeurs de %,

qui correspondent à des valeurs de κ proches de un.

La relation 3.11 détermine, en fonction de κ, le niveau de bruit minimum pour que les performances du

récepteur BMV restent proches de celles du récepteur MV. Plus le RSB est grand, et plus κ doit être proche

de la valeur un.

Lorsque ces deux relations sont vérifiées le terme
√

1 − κ H̃avs de l’équation 3.9 peut être négligé et nous

obtenons :

rav ' √
κ sΣ + νav (3.12)

La première étape de l’algorithme BMV consiste à utiliser l’équation 3.12 pour réaliser une estimation au

sens du maximum de vraisemblance de sΣ. Il est alors possible de restreindre la recherche du vecteur émis s

à ceux dont la somme des composantes est égale au sΣ estimé.

Cette seconde étape s’effectue elle aussi en utilisant le maximum de vraisemblance. À la différence de la

première étape, elle est optimale car elle n’utilise aucune approximation. Si le choix de sΣ a été correct dans

la première étape, l’estimation par le récepteur BMV du vecteur émis s sera strictement la même que celle du

récepteur MV classique.
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FIG. 3.1 – Les 16 valeurs de si
Σ représentées par des (( o )) et 50 réalisations de rav pour nT = 3, nR = 5 et

une modulation MAQ-4. Les nombres en gras correspondent aux cardinals des Ai (Li) pour i = 1, . . . ,16.

3.3.2 Exemple simple

Avant de décrire les détails mathématiques de la méthode BMV un exemple simple va nous permettre

de mieux comprendre le principe utilisé. Les paramètres retenus sont les suivants : nT = 3, nR = 5 et une

modulation MAQ-4. Dans ce cas sΣ, qui correspond à la somme des composantes du vecteur émis s, peut

prendre 16 valeurs, qui sont représentées sur la figure 3.1 par des (( o )). Comme certaines valeurs de sΣ

peuvent être obtenues par plusieurs vecteurs s différents, le nombre de ces vecteurs est indiqué à côté de

chaque (( o )) (1, 3 ou 9). Cinquante tirages aléatoires de vecteurs s ont ensuite été réalisés, puis passés à

travers le canal et complétés par du bruit afin de donner cinquante vecteurs reçus s. Les cinquante moyennes

rav de ces vecteurs sont représentées par des (( * )) sur la figure 3.1. Notez que le fait de moyenner les vecteurs

reçus moyenne aussi le bruit, d’où un niveau de bruit relativement faible sur les valeurs de rav .

Si, par exemple, à un instant donné la moyenne du vecteur reçu r est proche de rav = 1+3i, alors le vecteur

émis s correspondant est très probablement l’un des trois suivants :




1 + i

1 + i

−1 + i




,




1 + i

−1 + i

1 + i




ou




−1 + i

1 + i

1 + i




.

La recherche du vecteur émis peut alors se restreindre à ces trois vecteurs, ce qui diminue la charge de

calcul du récepteur.

Dans une configuration identique, le récepteur MV calcule pour chaque récepteur autant de distances qu’il
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y a de combinaisons à l’émission, c’est à dire 4nT × nR = 43 × 5 = 320 distances dans cet exemple. Le

récepteur BMV commence par estimer la valeur de sΣ, soit Q = 16 distances calculées. Dans un second

temps pour choisir entre les trois vecteurs retenus il reste à calculer trois distances pour chaque récepteur,

soit 3 × 5 = 15 distances. Le gain en nombre de distances calculées est donc de plus de 10 (exactement

320/(16 + 15)).

3.3.3 Description probabiliste

La compréhension complète de la méthode nécessite la définition de trois ensembles :

– A, l’ensemble de tous les vecteurs s possibles à l’émission. Dans le cas d’une modulation M-aire à 2n

symboles et d’un émetteur possédant nT antennes, le cardinal de A est : card(A) = L = 2(n×nT ).

– Ã, l’ensemble de tous les vecteurs reçus, sans bruit, à travers la matrice de canal moyenne
√
κHm. Les

éléments de Ã sont des vecteurs colonne, de dimension nR, notés αi. Chaque composante des αi est

égale à la somme des composantes du vecteur émis s, multipliée par
√
κ, c’est à dire

√
κsΣ. Le cardinal

de Ã est noté Q et dépend du nombre d’émetteurs nT et de la modulation utilisée.

– Ai est un sous-ensemble de A contenant les vecteurs s associés au vecteur αi, c’est à dire tels que
√
κHms = αi. Le cardinal de chaque ensemble Ai est noté Li pour i = 1, . . . ,Q. Puisque chaque

vecteur s appartient à un ensemble Ai et à un seul, les Ai forment une partition de A et L =
∑Q

i=1 Li.

La méthode BMV consiste à commencer par estimer le vecteur αi afin de limiter la recherche du maximum

de vraisemblance au seul sous-ensemble Ai :

1. Détermination du sous-ensemble Ai parmi les Q possibles en utilisant une approximation du MV pour

estimer le vecteur αi.

2. Estimation du vecteur s par le MV dans le sous-ensemble Ai déterminé précédemment.

Notez que la première étape est cruciale : si la détermination de Ai est correcte alors l’estimation de s par

le BVM est équivalente à celle du MV.

Première étape :

La première étape est obtenue en calculant

i = arg max
j
p(r|αj) (3.13)

Par définition la connaissance de αj implique que s appartienne à Aj , aussi :

p(r|αj) = p(r|s ∈ Aj)
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=
∑

s∈Aj

p(r|s)P (s|s ∈ Aj)

=
1

Lj

∑

s∈Aj

pν(r −Hs) (3.14)

avec pν() la densité de probabilité du bruit ν.

En considérant la faible dispersion des coefficients de H (donnée par les relations 3.10 et 3.11) on fait

l’approximation pν(r−Hs) ' pν(r− αj) et l’équation 3.14 devient :

p(r|αj) ' pν(r − αj) (3.15)

Finalement l’équation 3.13 s’écrit :

i = arg min
j

‖r − αj‖ (3.16)

Ce qui est équivalent à :

i = arg min
j

∣∣∣rav −
√
κsj

Σ

∣∣∣ (3.17)

Notez que cette première étape pourrait être améliorée en utilisant une approximation du maximum de

vraisemblance a posteriori (MAP) donnée par :

i = arg max
j
p(r|αj)P (αj)

' arg max
j
pν(r − αj)P (αj) (3.18)

avec P (αj) = Lj/L.

Seconde étape :

La seconde étape se contente d’utiliser le MV pour estimer s en restreignant la recherche aux vecteurs

appartenant à l’ensemble Ai déterminé par la première étape :

ŝ = arg max
s∈Ai

pν(r−Hs) (3.19)

Ce qui se simplifie :

ŝ = arg min
s∈Ai

‖r −Hs‖ (3.20)
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FIG. 3.2 – Comparaison en terme de distances calculées pour les récepteurs MV et BMV avec nR = 5 et
différentes modulations MAQ-M (M = 4, 16 et 64).

3.3.4 Réduction du temps de calcul

Afin d’illuster le gain en temps en calcul, qui peut s’assimiler au nombre de distances calculées, nous

allons chercher le rapport du nombre de distances calculées η par le BMV et le MV, pour une modulation

MAQ-M .

Dans un système émettant des vecteurs s de nT symboles d’une MAQ-M , le nombre de configurations

possibles est L = MnT . Les symboles si
Σ appartiennent à une constellation carrée deQ = ((

√
M−1)nT +1)2

éléments. Les sous-ensembles Ai possèdent des cardinaux Li différents, dont on peut calculer l’espérance

mathématique :

E[Li] =
Q∑

j=1

P (Lj)Lj =
1

L

Q∑

j=1

L2
j (3.21)

Le rapport η en distances calculées entre les récepteurs MV et BMV est alors :

η =

ML︷ ︸︸ ︷
nR × L

1 ×Q︸ ︷︷ ︸
1re étape

+nR ×E[Li]︸ ︷︷ ︸
2e étape

(3.22)

Des valeurs de η sont représentées sur la figure 3.2 pour différentes valeurs de nT et des modulations

MAQ-4, MAQ-16 et MAQ-64. Le gain est fort important, surtout lorsque le nombre d’états de la modulation
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FIG. 3.3 – Comparaison du nombre de distances calculées en MAQ-4 pour différentes valeurs de nR.

augmente. La valeur de η dépend aussi du nombre de récepteurs nR, ce qui est illustré par la figure 3.3.

Clairement, le nombre de récepteurs n’est pas un paramètre déterminant, contrairement au nombre d’émetteurs

et au nombre d’états de la modulation qui augmentent exponentiellement les combinaisons pour le MV.

Nous allons maintenant regarder si les performances obtenues en TEB sont proches de celles du MV,

notamment en fonction de %, le coefficient de dispersion de la matrice de canal.

3.4 Résultats des simulations

Pour comparer les performances entre les récepteurs MV, BMV et OSIC nous allons faire des simulations

en utilisant la méthode de Monte Carlo. La configuration retenue est la suivante : un système MIMO 3 × 5

transmettant 3 voies indépendantes avec une modulation MAQ-4. Les éléments de la matrice de canal H sont

i.i.d., suivant une loi gaussienne complexe avec un coefficient de dispersion % = 0,28. Pour chaque simulation

le TEB moyen est obtenu à l’aide de 50 000 tirages de H, 50 vecteurs de 3 symboles étant transmis pour

chaque valeur de H.

Le niveau moyen de RSB est donné par :

RSB = EH [RSB] = EH

[
p0‖H‖2

nTnRσ2
ν

]
=
p0

σ2
ν

(3.23)

La valeur de % est très importante pour le BMV puisqu’elle détermine la validité de l’équation 3.12. La
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figure 3.4 est calculée avec % = 0,28, ce qui est une valeur limite pour la méthode BMV. Le TEB du récepteur

BMV est très proche de l’optimal (MV) malgré une réduction du temps de calcul. Dans ce cas le récepteur

MV calcule 4nT × nR = 43 × 5 = 320 distances, alors que le récepteur BMV en calcule Q = 16 dans la

première étape et en moyenne E[Lj ]× nR = 6,25 × 5 = 31,25 dans la seconde étape. Le gain en complexité

de calcul est donc de 6,8 environ. Par rapport au récepteur OSIC le gain en RSB est d’environ 2,5 dB, ce qui

reste important, pour une complexité de calcul double toutefois.

La valeur de % est cruciale pour les résultats, et plus % sera petit, plus le récepteur BMV sera proche

de l’optimal. Les performances se dégradent rapidement lorsque % est supérieur à 0,3. La figure 3.5 illustre

ce phénomène en indiquant le TEB des récepteurs en fonction de %, pour un RSB fixé à 14 dB. Lorsque %

augmente le canal tend vers le modèle de Rayleigh, sa diversité grandit et, à RSB égal, les performances des

récepteurs classiques (MV et OSIC) s’améliorent. Pour le récepteur BMV le même phénomène se produit tant

que % ne dépasse pas 0,3 environ. Au delà l’équation 3.12 n’est plus valide et les performances se dégradent

rapidement. Un simple test sur la valeur de % en réception peut permettre d’utiliser l’algorithme le plus adapté

au canal, alternant entre la méthode OSIC et la méthode BMV.

Pour des valeurs de RSB élevées sur la figure 3.4 le TEB du récepteur BMV semble (( décrocher )) et

s’éloigner de l’optimal. Cette sous-optimalité du récepteur BMV est intéressante à évaluer plus précisément

pour comprendre ses performances.

Cet écart avec le récepteur optimal est représenté figure 3.6 en faisant la différence des TEB des récepteurs

BMV et MV. Lorsque le RSB augmente cette différence augmente en relatif 2 (par rapport au TEB), mais

diminue en valeur absolue, ce qui ne se voyait pas sur la figure 3.4. Nous allons vérifier que cette sous-

optimalité est due à un mauvais choix lors de la première étape de l’algorithme BMV, erreur qui implique

nécessairement un mauvais choix dans la seconde étape, puisque la recherche du vecteur émis s se fait alors

dans un sous-ensemble Ai qui ne contient pas s.

Cette probabilité d’erreur dans la première étape, que nous notons Pmiss, peut être estimée théoriquement.

Pour cela, il suffit de remarquer que la première étape du récepteur BMV correspond au décodage d’une

modulation SISO MAQ-Q pour 3 des symboles virtuels si
Σ. Dans l’exemple de la section 3.3.2, la modulation

des symboles virtuels si
Σ est une MAQ-16 dont la constellation est représentée sur la figure 3.1.

Le bruit sur cette constellation est
√

1 − κ H̃avs + νav , comme on peut le voir avec l’équation 3.9. Ce

bruit est additif gaussien, blanc, centré et de variance (1 − κ)p0/nR + σ2
ν/nR. Les formules de probabilité

d’erreur [20] donnent la valeur de Pmiss :

Pmiss = 2 ×
√
L− 1√
L

erfc

√
3(M − 1)

2
×RSBout (3.24)

2. La relation 3.11 est de moins en moins vérifiée lorsque le RSB augmente.
3. Rappelons que Q est défini dans la section 3.3.3 comme le cardinal de l’ensemble Ã.
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FIG. 3.6 – Différence de TEB entre le BMV et le MV pour % = 0,28. Cette différence représente les erreurs
faites par le récepteur BMV et qui n’ont pas été faites par le récepteur MV. L’approximation théorique de la
probabilité d’erreur dans la première étape du récepteur BMV est représentée par Pmiss, qui est divisée par
deux sur la figure pour être homogène avec un TEB (une erreur dans la première étape donne statistiquement
un bit de faux sur deux transmis).

avec :

RSBout =
κ p0/nT

(1 − κ)p0/nR + σ2
ν/nR

(3.25)

Le facteur multiplicatif dans l’équation 3.24 est
√

L−1√
L

, au lieu de
√

Q−1√
Q

pour une modulation MAQ-Q.

Ceci vient du fait que les symboles si
Σ de cette constellation ne sont pas équiprobables.

La figure 3.6 indique la valeur de Pmiss/2 en fonction du RSB pour % = 0,28. La valeur de Pmiss doit être

divisée par deux pour être compatible avec les TEB, car Pmiss est une probabilité d’erreur symbole. Chaque

erreur dans la première étape entraîne un mauvais choix de s dans la seconde étape et donc un TEB de 1/2.

Sur la figure 3.6, nous pouvons voir que la valeur théorique approximée de Pmiss correspond bien à l’écart

entre le récepteur BMV et le récepteur optimal MV. Pour estimer la sous-optimalité de notre récepteur il est

donc intéressant de calculer Pmiss pour d’autres valeurs de %. Comme Pmiss dépend aussi de la puissance du

bruit σ2
ν , nous calculons la borne inférieure (sans bruit) de Pmiss.

La figure 3.7 représente cette borne. Elle correspond à une estimation de la sous-optimalité du récepteur

BMV pour un RSB important. Pour des valeurs de % inférieures à 0,3 cette borne est petite et on peut espérer

de très bonnes performances pour le récepteur BMV dans des conditions normales de RSB.
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l’optimal.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un algorithme de réception spécialement adapté au modèle de canal

de Rice avec une faible dispersion. Ce type de canal est particulièrement difficile pour les communications

MIMO et le récepteur à retour de décision OSIC couramment employé n’obtient pas de très bons résultats.

Le récepteur que nous proposons ici est basé sur le maximum de vraisemblance et utilise la structure du

canal pour procéder en deux étapes rapides. Les performances en terme de TEB sont proches de l’optimal,

tant que les hypothèses de départ sont valides, en particulier tant que la diversité du canal reste faible.

Par rapport au récepteur du MV, la décomposion en deux étapes réduit la charge de calcul, car chaque

étape possède un espace de recherche beaucoup plus restreint. Avec une configuration MIMO (( classique )),

le temps de calcul est divisé par dix au moins.



70 CHAPITRE 3. RÉCEPTEUR MIMO BASÉ SUR LE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE



71

Chapitre 4

Précodeurs linéaires et sélection d’antennes

4.1 Introduction

Ce chapitre se veut une présentation rapide des précodeurs existant afin d’introduire les chapitres 5 et 6.

Le précodage est généralement associé, dans la littérature des systèmes MIMO, à l’optimisation conjointe de

l’émetteur et du récepteur. Les hypothèses classiquement adoptées portent sur les points suivants :

– Le débit de données est fixe. Il ne change pas en fonction des conditions de transmission.

– La modulation utilisée n’évolue pas. Généralement c’est une modulation MAQ.

– b, le nombre de voies de données émises en parallèle, est constant.

– Le codage de l’information n’est pas pris en compte. Il est considéré comme indépendant du précodeur

et peut s’effectuer en amont.

Le cadre de travail est donc différent de celui du (( link adaptation )) (LA), qui fait évoluer la modulation

et/ou le codage en fonction du canal [63].

Dans ce chapitre, après avoir défini la connaissance de l’état du canal et introduit une représentation

simplifiée de H, nous allons voir la contrainte de puissance généralement utilisée. Ensuite, nous présenterons

et comparerons six types de précodeurs linéaires. Le précodage par sélection d’antennes cloturera cette partie.

4.2 Connaissance de l’état du canal (CSI)

La connaissance de l’état du canal (CSI) est habituelle au niveau du récepteur. En général elle est néces-

saire pour démoduler les symboles reçus, et est obtenue soit à l’aide de symboles d’apprentissage [38, 64] soit

avec un égaliseur aveugle en réception [65].

Au niveau de l’émetteur la CSI est moins courante, mais est déjà utilisée partiellement dans certains

systèmes, sous forme de contrôle de puissance généralement [63]. La CSI peut être présente à l’émetteur dans

deux cas :

1. Si une voie de retour existe pour que le récepteur communique à l’émetteur son estimation du canal (ou
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certains paramètres clés).

2. Lorsque l’émetteur et le récepteur fonctionnent en duplex à division temporelle. Dans ce cas le canal

MIMO doit être symétrique et invariant à l’échelle temporelle du duplex [28].

Le type de canal généralement utilisé est alors le canal de Rayleigh non sélectif en fréquence et supposé

constant durant plusieurs blocs de données (cette hypothèse est courante, en particulier dans le contexte des

réseaux fixes sans fils [66]). Dans le cas d’un canal variable dans le temps l’hypothèse de la CSI à l’émetteur

n’est pas réaliste sauf si le canal peut être modélisé en ayant recours à quelques paramètres invariants. Ils

peuvent alors être estimés et utilisés pour prédire l’évolution du canal [67].

Pour la suite de cette étude, nous considérons une CSI parfaite mais les erreurs d’estimation du canal, les

erreurs de transmission du lien de retour et son délai réduisent les bénéfices attendus. Ces effets peuvent faire

l’objet d’un travail futur.

Un exemple opérationnel dans lequel la CSI est particulièrement étudiée est présenté par le Berkeley

Wireless Research Center dans [65]. Un système MIMO complet avec un émetteur adaptatif fonctionne dans

un environnement évoluant lentement. La structure du système est inspirée des résultats de la théorie de

l’information sur la capacité des systèmes MIMO. Le canal est diagonalisé à l’aide d’une décomposition en

valeurs singulières (SVD), comme dans la deuxième étape de notre méthode présentée dans la section 4.3,

puis décomposé en sous-canaux parallèles. L’émetteur transmet alors des flux de données indépendants sur

les sous-canaux. Le canal évoluant dans le temps la poursuite de ses variations temporelles est réduite à la

poursuite des valeurs singulières et des vecteurs propres au récepteur et à l’émetteur. Le récepteur est basé

sur deux algorithmes aveugles pour la poursuite du canal, sans connaissance du signal émis. La CSI utile

pour l’émetteur se réduit à la matrice singulière droite B, présentée dans la deuxième étape de la méthode de

diagonalisation du canal, section 4.3. L’émetteur utilise un algorithme LMS, les informations apportées par le

lien de retour et la connaissance du signal émis pour estimer la matrice B. Le lien de retour est particulièrement

étudié et n’est utilisé que périodiquement afin de maximiser le débit utile en libérant le canal pour le lien direct.

Le ratio entre le débit du lien de retour et le débit de données est calculé par des simulations de Monte Carlo.

Pour des canaux évoluant lentemment, cet exemple montre la faisabilité de la CSI à l’émetteur, dont

l’intérêt va maintenant être étudié à travers plusieurs précodeurs de la littérature.

4.3 Représentation simplifiée du canal pour les précodeurs linéaires

Le terme de précodeur regroupe toute utilisation de la CSI pour optimiser conjointement l’émetteur et

le récepteur d’un système de transmission. Dans la littérature la majorité des précodeurs sont linéaires et

ne modifient pas le débit d’information du système ni la constellation utilisée. Nous conserverons donc ces

hypothèses dans cette étude, ce qui permet de présenter un modèle générique très simple pour les précodeurs

linéaires.
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FIG. 4.1 – Système MIMO avec précodeur et décodeur linéaires.

Le système MIMO que nous considérons ici possède nT antennes à l’émission et nR antennes en ré-

ception. Nous voulons transmettre b voies indépendantes de symboles (b ≤ min(nT ,nR)). Pour agir sur le

système l’émetteur utilise la matrice de précodage F et le récepteur la matrice de décodage G (voir figure

4.1).

L’équation du système peut s’écrire simplement à partir de l’équation 1.1 :

y = GHFs + Gν (4.1)

dans laquelle H est la matrice nR × nT du canal, F la matrice nT × b du précodeur, G la matrice b × nR

du décodeur, s le vecteur b × 1 de symboles transmis et ν le vecteur nR × 1 de bruit. Nous supposons que

E[ss∗] = Ib, E[νν∗] = R et E[sν∗] = 0.

Nous allons simplifier la représentation du système en utilisant la méthode que nous avons présentée dans

les publications [68] et [69]. Notre objectif est d’obtenir à la fois un canal (virtuel) diagonal et un bruit blanc

et isotrope. Ceci va faciliter l’analyse du système et la conception des précodeurs linéaires. Pour séparer la

diagonalisation du canal et la conception du précodeur en fonction d’un critère nous décomposons les matrices

F et G en deux parties :

F = FvFc et G = GcGv (4.2)

Les matrices Fv et Gv vont permettre d’obtenir Hv , le canal virtuel diagonal dans lequel le bruit est blanc

et isotrope. Les matrices Fc et Gc sont ensuite utilisées par le précodeur pour optimiser un critère noté C.

Les principaux critères C utilisés dans la littérature actuelle sont décrits dans la section 4.5. Le principal

intérêt de notre représentation est la diagonalité du canal virtuel Hv , qui va simplifier l’optimisation de C.

Il est important de noter que cette diagonalisation n’implique aucune perte de généralité, car toute action

éventuellement indésirée produite par Fv ou Gv peut être annulée par Fc ou Gc.

La méthode pour arriver au canal virtuel Hv est résumée dans le tableau 4.1, qui est extrait de [69]. Elle
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étape no méthode Fi Gi Hvi
Rvi

blanchiment
du bruit

1 EVD:
R = QΛQ∗ F1 = InT

G1 = Λ− 1

2 Q∗ Hv1
= G1HF1

Rv1
= G1RG∗

1

= InR

diagonalisation
du canal

2 SVD:
Hv1

= AΣB∗ F2 = B G2 = A∗ Hv2
= Σ Rv2

= InR

réduction de
dimension

3 rv =




rS

r
S

r
H


 F3 =

(
Ib

0

)
G3 =

(
Ib 0

) Hv = G3Hv2
F3

= Σb
Rv = Ib

TAB. 4.1 – Diagonalisation du canal MIMO avec CSI à l’émetteur. Fv = F1F2F3 et Gv = G3G2G1.

nécessite trois étapes, nous décomposons donc Fv et Gv en trois matrices :

Fv = F1F2F3 et Gv = G3G2G1 (4.3)

Après application de la méthode, l’équation du système dans la nouvelle représentation devient :

y = GcHv Fc + Gcνv (4.4)

avec le canal virtuel diagonal Hv = GvHFv et le bruit virtuel νv = Gvν qui a pour matrice d’autocorrélation

Rv = GvRG∗
v = Ib. Les éléments de la diagonale de Hv sont notés σ1, . . . ,σb et sont classés par ordre

décroissant. Ils représentent les coefficients de transmission du canal virtuel. Pour la recherche des précodeurs

linéaires nous utiliserons le modèle simplifié, et donc l’équation (4.4) par défaut.

Pour éviter toute confusion, il est important de noter que pour émettre en même temps les b symboles du

vecteur s, les nT ≥ b antennes de l’émetteur sont utilisées. En effet, ce sont les nT et nR antennes physiques

de H qui sont utilisées pour obtenir le canal diagonal Hv . Chacun des b sous-canaux de Hv correspond en

fait à une direction de propagation privilégiée, et dépend de toutes les antennes du canal H.

4.4 Contraintes de puissance

Afin de pouvoir comparer des systèmes ne possédant pas le même nombre d’antennes nous allons contraindre

la puissance totale moyenne émise. Pour un système MIMO sans précodeur, la puissance moyenne totale p0

est répartie uniformément sur les nT émetteurs, soit une puissance moyenne de p0

nT
sur chaque antenne. En

absence de CSI à l’émetteur cette répartition uniforme est optimale en terme de capacité [1].

Avec un précodeur, la puissance de chaque flux de symboles est distribuée sur les antennes par la matrice

de précodage Fc. La contrainte sur la puissance s’écrit alors :

trace(FcF
∗
c) ≤ p0 (4.5)
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D’une façon plus complète, Scaglionne et al. [70] proposent de contrôler la puissance crête en utilisant la

contrainte suivante :

λmax(FcF
∗
c) ≤ L0 (4.6)

où L0 est la valeur de la puissance crête maximale.

En plus de limiter la puissance transmise, la contrainte (4.6) sur la valeur propre maximale de FcF
∗
c impose

une limite sur la puissance crête de la sortie. En effet le pic du signal de sortie correspond au maximum en

valeur absolue des composantes du vecteur émis. La contrainte (4.6) limite le pic de puissance qui reste

inférieur à λmax(FcF
∗
c)max(‖s‖2) avec ‖s‖2 borné puisque le vecteur s est formé de symboles qui sont tous

bornés en amplitude. Puisque seul max(‖s‖2) est utilisé, l’avantage de cette contrainte est de limiter le pic de

puissance indépendamment de la forme de la constellation de la modulation. Le désavantage est que la borne

peut ne pas être très ajustée.

Cette contrainte plus sévère donne de moins bons résultats en terme de TEB que la contrainte classique

(4.5), ce qui est logique puisque le système possède moins de degrés de liberté. Toutefois elle reste très

intéressante en terme de dimensionnement de matériel, et il serait instructif de recalculer tous les précodeurs

qui suivent avec la contrainte (4.6).

4.5 Principaux précodeurs linéaires

Afin d’obtenir une présentation homogène des principaux précodeurs existant nous allons utiliser le forma-

lisme décrit dans la section 4.3. Le canal physique de transmission H avec un bruit additionnel ν est considéré

déjà transformé en un canal virtuel diagonalisé Hv , affecté d’un bruit virtuel blanchi νv .

Cette représentation simplifie la formulation et la compréhension de la plupart des précodeurs, et permet

de voir que plusieurs précodeurs de la littérature, obtenus avec des critères différents, arrivent strictement

au même résultat. Outre son intérêt en terme de synthèse, notre formalisme permet d’obtenir les différents

précodeurs de manière beaucoup plus simple que dans la littérature.

De plus, tous les précodeurs Fc que nous allons étudier étant diagonaux dans l’espace virtuel, la chaîne de

transmission globale est diagonale et constituée de voies parallèles indépendantes. De fait le récepteur optimal

du MV peut très facilement être mis en oeuvre, étant simplement constitué de b récepteurs mono-antenne en

parallèle [69]. La représentation diagonale améliore donc les performances des précodeurs qui n’utilisaient

pas le récepteur du MV, et surtout permet des comparaisons plus simples, chaque méthode étant dotée du

même récepteur.

Les précodeurs Fc étant diagonaux, les éléments de leur diagonale sont notés fi pour i = 1 . . . b.

Les précodeurs linéaires sont nombreux dans la littérature, le même résultat étant parfois obtenu de deux

façons différentes. Pour obtenir une présentation homogène nous allons utiliser quatre articles qui présentent

les principales méthodes : [65], [70], [28] et [71].
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4.5.1 Précodeur avec puissance uniforme

Le premier des précodeurs linéaires est le plus simple de tous. Il n’utilise aucun critère et se contente

de répartir uniformément la puissance sur chaque sous-canal virtuel. Dans la littérature, il est connu sous le

nom de (( eigen-beam forming )) [72]. Malgré son extrème simplicité c’est le précodeur retenu par le Berkeley

Wireless Research Center pour leur démonstrateur [65]. En effet, à fort RSB il est peu différent du précodeur

maximisant la capacité (cf. 4.5.2) et surtout son utilisation facilite la poursuite du canal par le récepteur.

Il est important de noter que le résultat obtenu est très différent d’un système sans précodeur. Ici le préco-

deur répartit uniformément la puissance sur les b sous-canaux virtuels du canal Hv , alors que sans précodeur

la puissance est directement partagée entre les nT antennes physiques [1]. Avec le précodeur la puissance sera

différente sur chaque antenne.

La puissance émise sur chaque sous-canal virtuel est constante et égale à p0

b
, mais en réception le RSB de

chaque voie est différent. De par la méthode de construction du canal virtuel, le niveau de bruit est le même

sur chaque voie, mais la puissance du signal reçu dépend des coefficients σi du canal Hv . Les coefficients σi

étant classés par la SVD en ordre décroissant la première voie aura le meilleur RSB.

Les coefficients et les performances du précodeur avec puissance uniforme sont indiqués dans la sec-

tion 4.5.6.

4.5.2 Précodeur maximisant la capacité

Ce précodeur est bien connu dans la littérature, en particulier sous le nom de (( Water Filling )) [19], [15],

[28] ou de (( maximization of the information rate )) [70]. Le précodeur obtenu est diagonal, bien que les

auteurs ne le présentent pas forcément sous cette forme.

La diagonalité du précodeur et de Hv permet de décomposer leur produit en sous-canaux parallèles indé-

pendants. La capacité peut alors s’écrire [17] :

C =
b∑

i=1

log2(1 + f2
i σ

2
i ) (4.7)

En utilisant un multiplicateur de Lagrange µ, le critère de la capacité sous la contrainte de la puissance

émise p0 s’écrit :

CCapa =
b∑

i=1

log2(1 + f2
i σ

2
i ) + µ

((
b∑

i=1

f2
i

)
− p0

)
(4.8)

L’annulation des termes ∂CCapa

∂fi
permet d’obtenir l’expression des fi donnée dans le tableau 4.2 page 81.

Les performances de ce précodeur en TEB, ainsi que la façon dont il répartit la puissance entre les différents

sous-canaux, sont illustrés dans la section 4.5.6.
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4.5.3 Précodeur MMSE

Ce précodeur, qui est un des plus performants, minimise l’erreur quadratique moyenne de la somme des

estimations des symboles. Il est présenté sous différentes formes dans la littérature, par exemple dans [72],

[73], [69] et [70], mais la présentation la plus complète est faite dans [28]. Dans cet article les auteurs utilisent

une forme pondérée de la somme des erreurs, qui permet d’obtenir plusieurs précodeurs en intervenant sur la

répartition des poids. Dans la représentation diagonale simplifiée (non utilisée par les auteurs), ce critère peut

s’écrire de la façon suivante :

C = E{e∗W∗ 1

2 W
1

2 e} avec e = s − (GcHv Fcs + νv) (4.9)

dans lequel W
1

2 est la matrice b × b dont les éléments sont les racines carrées de W, la matrice diagonale

définie positive des poids des différentes voies.

La minimisation du critère du MMSE pondéré C de (4.9), sous la contrainte de puissance trace(FcF
∗
c) ≤

p0 à l’aide des multiplicateurs de Lagrange, permet de concevoir plusieurs types de précodeurs en fonction de

la répartition des poids dans W. Par exemple :

– Le choix de W = Hv (wi = σi) dans (4.9) permet d’obtenir, en minimisant le critère C, le précodeur

maximisant la capacité vu dans la section 4.5.2 ([28], lemme 3). La politique d’allocation de puissance

en fonction du RSB de ce précodeur peut d’ailleurs se comprendre grâce au choix de ses poids (voir

section 4.5.6).

– Le choix de pondération inverse, wi = 1
σi

, donne le précodeur à taux d’erreurs égaux de la section 4.5.4,

bien que cela ne soit pas présenté sous cette forme par les auteurs de [28].

– Le fait que la pondération contrôle indirectement le rapport entre les RSB des différentes voies permet

aussi de calculer les précodeurs pour la qualité de service.

– Enfin, la pondération uniforme, tous les wi égaux à 1, donne le précodeur du MMSE proprement dit,

dont les coefficients sont donnés section 4.5.6.

Ce précodeur, qui minimise globalement la somme des erreurs d’estimation, obtient de très bons résultats

en terme de TEB. À faible RSB sa politique d’allocation de puissance est proche de celle du précodeur maxi-

misant la capacité, la puissance étant distribuée sur les sous-canaux les plus favorisés. Lorsque le coefficient

de transmission σi d’un sous-canal devient trop petit, le précodeur coupe l’émission de la voie correspon-

dante en annulant fi (cf. tableau 4.2 page 81). Le TEB de la voie est alors de 1/2, mais globalement l’erreur

quadratique moyenne est diminuée. À fort RSB la puissance est placée en priorité sur le dernier sous-canal,

contrairement au précodeur maximisant la capacité qui la répartit uniformément. Le précodeur que nous allons

voir maintenant répartit la puissance d’une façon radicalement différente.
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4.5.4 Précodeur à taux d’erreurs égaux

Les deux précodeurs précédents utilisent un critère global, sans que la répartition des erreurs au sein de

chaque voie ne soit prise en compte. Il en résulte une transmission globalement satisfaisante, mais dans la-

quelle d’énormes disparités existent entre les différentes voies. La politique d’allocation de puissance de ces

précodeurs est telle que les voies les moins favorisées (celles qui ont les plus petits coefficients σ i) se re-

trouvent avec moins de puissance à l’émission. Lorsque les coefficients σi deviennent trop petits, la puissance

qui leur est attribuée devient nulle, stoppant ainsi l’émission des voies défavorisées. Même si ce choix est

globalement profitable à la transmission, certaines applications ne peuvent fonctionner de cette façon. Fré-

quemment le taux d’erreur peut être souhaité identique sur chacune des sous-voies, ce que réalise le précodeur

à taux d’erreurs égaux en contrôlant le RSB de chaque sous-canal.

Plusieurs méthodes permettent de calculer ce précodeur, comme celle présentée dans [28] utilisant le

MMSE pondéré de la section 4.5.3. Le choix de poids wi inversement proportionnels aux σi permet d’obtenir

des RSB égaux sur chaque sous-canal.

La méthode proposée dans [68] arrive exactement au même résultat, mais de façon plus simple. Il suffit

d’ailleurs de noter que le RSB d’un sous-canal est proportionnel au produit σ2
i f

2
i pour comprendre que l’éga-

lité des RSB est donnée par un précodeur aux coefficients fi inversement proportionnels aux σi. L’expression

exacte du précodeur est donnée dans la section 4.5.6.

Le même précodeur, sous une appellation différente, est parfois obtenu dans la littérature en optimisant un

autre critère. Par exemple dans [70] les auteurs proposent une approche pour minimiser approximativement

le TEB d’une transmission utilisant un récepteur MV. Ils constatent que la minimisation du TEB est difficile

à réaliser car elle peut rarement être écrite sous une forme générale car elle dépend de l’alphabet des sym-

boles. La solution retenue est une approximation consistant à maximiser la distance minimale (Dmin ) sur la

constellation reçue. Cette première approximation est justifiée par le fait que le récepteur MV travaille sur les

distances et donc que la distance minimale est une borne pour les performances du récepteur. L’optimisation

de Dmin peut s’écrire sans diagonaliser le canal 1 (équation (31) de [70]) :

CDmin
= max

F,G

{
min

h,k; h6=k

(
[sh − sk]

∗ F∗H∗G∗ (GRG∗)−1 GHF [sh − sk]
)}

(4.10)

en notant sk le vecteur de symboles émis pour l’hypothèse k.

Dans la représentation diagonale du canal, le bruit est blanc et isotrope, Rv = Ib. De plus, un récepteur

MV étant utilisé, la matrice Gc n’a pas d’impact sur la minimisation du TEB. Il est donc possible de choisir

Gc = Ib sans perte de généralité. L’équation (4.10) s’écrit donc dans la représentation diagonale :

CDmin
= max

Fc

{
min

h,k; h6=k
([sh − sk]

∗ F∗
cH

∗
vHv Fc [sh − sk])

}
(4.11)

1. Volontairement, cette optimisation porte seulement sur F et G afin d’être indépendante de l’alphabet des symboles.
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Cette équation fait apparaître la matrice de RSB en sortie du récepteur en fonction de Fc :

RSB(Fc) = F∗
cH

∗
vHv Fc (4.12)

On peut alors observer que la plus petite valeur propre de la matrice de RSB, λmin(RSB(Fc)), donne une

borne inférieure pour Dmin ((33) de [70]) :

min
h,k; h6=k

([sh − sk]
∗ RSB(Fc) [sh − sk]) ≥ λmin(RSB(Fc)) min

h,k; h6=k
‖sh − sk‖2 (4.13)

La seconde approximation consiste alors à maximiser la borne inférieure via λmin(RSB(Fc)) pour aug-

menter Dmin . Finalement, la maximisation de λmin(RSB(Fc)) finit par donner des valeurs propres toutes

égales, et donc des RSB égaux pour tous les sous-canaux. Le précodeur obtenu est donc le précodeur à taux

d’erreurs égaux.

Le précodeur suivant s’intéresse lui aussi au TEB, mais en l’exprimant formellement en fonction de la

constellation utilisée.

4.5.5 Précodeur diagonal optimal minimisant le TEB

Tous les précodeurs linéaires de la littérature actuelle sont diagonaux, soit délibérément pour avoir des

sous-canaux parallèles indépendants, soit par optimisation de l’un des critères que nous venons de voir. Rap-

pelons que la diagonalité du précodeur permet d’avoir un récepteur du MV très simple, même pour une

constellation avec beaucoup d’états. En conséquence, dans [69], [71] et [68] nous avons cherché à optimiser

le TEB de l’ensemble des précodeurs diagonaux couplés à une MAQ-M .

Comme précédement, un récepteur MV étant utilisé, Gc n’a pas d’impact sur la minimisation du TEB. Il

est donc possible de choisir Gc = Ib sans perte de généralité. Le RSB ρi de chaque sous-canal devient alors :

ρi = σ2
i f

2
i (4.14)

Pour une modulation MAQ-M carrée (M = 22n), le TEB de la transmission est la moyenne du TEB de

chaque sous-canal :

Pe =
1

b

b∑

i=1

Pe,i (4.15)

Le TEB de chaque sous-canal est donné par [20] :

Pe,i = αM × erfc
√
βM × ρi (4.16)

avec :

αM = 2
log2 M

(1 − 1√
M

) et βM = 3
2(M−1)

(4.17)



80 CHAPITRE 4. PRÉCODEURS LINÉAIRES ET SÉLECTION D’ANTENNES

L’optimisation sous la contrainte de puissance peut se faire avec un multiplicateur de Lagrange µ :

CTEB =
αM

b

b∑

i=1

erfc
(√

βMσifi

)
+ µ

((
b∑

i=1

f2
i

)
− p0

)
(4.18)

L’annulation des ∂CTEB

∂fi
donne les éléments fi suivants :

f2
i =

1

2βMσ2
i

W0

(
2σ4

i α
2
Mβ

2
M

µ2πb2

)
pour i = 1, . . . ,b (4.19)

dans lesquels W0 représente la fonction W de Lambert d’indice 0 [74]. Cette fonction W0(x) est croissante

avecW0(0) = 0. La contrainte de puissance,
∑b

i=1 f
2
i = p0, permet de déterminer (par itérations par exemple)

la valeur du paramètre µ, les f 2
i variant dans le sens contraire de µ2.

Ce précodeur diagonal est obtenu sans approximation, il est optimal au sens du TEB, ses performances

sont donc naturellement meilleures que celles des autres précodeurs linéaires diagonaux comme nous allons

le vérifier dans la section 4.5.6.

L’inconvénient de ce précodeur est la recherche numérique du paramètre µ. Nous avons proposé une

solution simplifiée, le précodeur AMBER, en approximant grossièrement 2 la fonction de Lambert d’indice 0

de la façon suivante [68] :

W0(x) ' log(x) − log(log(x)) pour x� 1 (4.20)

En injectant l’approximation (4.20) dans (4.19) et en utilisant la contrainte de puissance on obtient direc-

tement la solution approximée :

f2
i =

(p0 −
∑b

k=1Ak) + σ2
iAi

∑b
k=1 σ

−2
k

σ2
i

∑b
k=1 σ

−2
k

pour i = 1, . . . ,b (4.21)

dans laquelle :

Ai =
1

2βMσ2
i

(log(bi) − log(log(bi))) (4.22)

avec :

bi =
2σ4

i α
2
Mβ

2
M

πb2
(4.23)

Cette solution est très rapide à calculer car elle ne nécessite aucune recherche numérique sur la valeur

de µ. Les coefficients fi sont calculés de façon directe et obtiennent de bonnes performances en terme de

TEB. Lorsque le RSB d’une voie devient faible, le terme bi correspondant peut être inférieur à 1. Dans ce cas

le terme Ai ne peut plus être calculé en utilisant (4.22). Le précodeur affecte alors la valeur zéro à fi, comme

le font le précodeur MMSE et le précodeur maximisant la capacité.

2. Il est possible d’approximer plus finement W0, mais dans ce cas on ne peut plus obtenir directement fi dans l’équation (4.21).
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Précodeur Fc critère utilisé éléments du précodeur Fc

FPU puissance uniforme f 2
i = p0

b

FCapa capacité f 2
i =

(
p0+
∑bΨ

k=1
σ−2

k

bΨ
− 1

σ2

i

)

+

FMMSE erreur quadratique moyenne f 2
i =

(
p0+
∑bΨ

k=1
σ−2

k

σ2

i

∑bΨ
k=1

σ−1

k

− 1
σ2

i

)

+

FTEE taux d’erreurs égaux f 2
i =

(
p0

σ2

i

∑b

k=1
σ−2

k

)

FMBER TEB f2
i = 1

2βMσ2

i

W0

(
2σ4

i
α2

M
β2

M

µ2πb2

)

FAMBER TEB approximé f 2
i =

(p0−
∑b

k=1
Ak)+σ2

i
Ai

∑b

k=1
σ−2

k

σ2

i

∑b

k=1
σ−2

k

TAB. 4.2 – Récapitulatif des principaux précodeurs linéaires.

4.5.6 Comparaison entre les précodeurs linéaires

Nous venons de voir rapidement le principe de six précodeurs linéaires. Pour comparer plus facilement

leurs performances et leur politique d’allocation de puissance, nous allons leur affecter à chacun une notation :

– FPU pour le précodeur avec puissance uniforme de la section 4.5.1.

– FCapa pour le précodeur maximisant la capacité de la section 4.5.2.

– FMMSE pour le précodeur minimisant l’erreur quadratique moyenne de la section 4.5.3.

– FTEE pour le précodeur à taux d’erreurs égaux de la section 4.5.4.

– FMBER pour notre précodeur diagonal optimal minimisant le TEB de la section 4.5.5.

– FAMBER pour notre précodeur approximé minimisant le TEB de la section 4.5.5.

Rappelons que si tous ces précodeurs sont diagonaux, cela n’est pas un choix volontaire pour tous. Pour

les précodeurs FCapa, FMMSE et FTEE la diagonalité est la conséquence de l’optimisation de leur critère.

Au contraire, les précodeurs FPU , FMBER et FAMBER sont diagonaux par choix.

Le tableau 4.2 présente les coefficients fi des précodeurs étudiés. Ils sont tous présentés ici avec les

notations du canal virtuel, mais les résultats obtenus sont identiques à ceux de la littérature. Dans le tableau,

le symbole (.)+ indique que seuls les éléments positifs sont acceptés, les négatifs étant remplacés par des

zéros. Par suite, parmi les b éléments de la diagonale du précodeur, certains peuvent être nuls. Le paramètre

bΨ représente le nombre d’éléments non nuls de cette diagonale.

Une première lecture du tableau 4.2 fait apparaître la puissance moyenne p0 dans tous les coefficients fi,

sauf pour le précodeur FMBER. Dans ce cas, p0 apparaît dans µ, qui doit être optimisé numériquement selon

les valeurs des σi (voir section 4.5.5).

Pour comparer les performances en terme de TEB des différents précodeurs nous avons réalisé des simu-

lations de Monte-Carlo. La configuration retenue ici est nT = 5, nR = 5, b = 4 et une modulation MAQ-4.

Avec d’autres configurations les résultats sont du même type.
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FIG. 4.2 – TEB en fonction du RSB pour les précodeurs linéaires étudiés.

Les courbes de la figure 4.2 sont tracées de la façon suivante : pour chaque niveau de RSB, 100 000

vecteurs de 4 symboles sont tirés aléatoirement. Pour chaque vecteur émis, de nouvelles matrices H et R sont

tirées afin que les résultats ne dépendent pas d’un canal ou d’un bruit particulier. Les éléments de H sont

des variables aléatoires Gaussiennes complexes i.i.d., centrées et de variances unitaires. Pour obtenir le RSB

désiré les matrices R sont normalisées après avoir été calculées sous la forme R = TT∗ (Les éléments de

T sont des variables aléatoires Gaussiennes complexes i.i.d., centrées et de variances unitaires). Puisque la

puissance reçue dépend du précodeur, le RSB est défini comme le rapport entre la puissance émise p0 et la

puissance totale du bruit.

La figure 4.2 montre le TEB en fonction du RSB pour les précodeurs étudiés. Les résultats, qui peuvent

paraître surprenants, méritent une analyse rapide avant de comparer les différentes politiques d’allocation de

puissance :

– Le précodeur FCapa, qui maximise la capacité, possède le moins bon TEB. C’est à priori surprenant car

la capacité est un élément déterminant. Toutefois, il n’est pas très adapté aux conditions que nous nous

sommes imposées. En effet nous sommes sans codage avec un débit fixe et le système ne peut profiter

pleinement de l’augmentation de capacité du canal. Autrement dit, le critère améliore une borne dont

nous sommes de toutes façons très éloignés.

– FPU , qui répartit uniformément la puissance ne fait pas beaucoup mieux, sauf lorsque le RSB est faible.
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En revanche, il a le principal avantage d’être très simple.

– Pour FTEE , le TEB est nettement plus faible dès que le RSB augmente. Ajoutons que le fait que chaque

voie ait le même TEB est un avantage dans de nombreuses configurations.

– La minimisation de l’erreur quadratique moyenne du précodeur FMMSE donne de très bons résultats.

Ce n’est pas une surprise car ce critère est bien adapté à la configuration. Seul le précodeur diagonal

optimal fait toujours mieux, en particulier avec peu de bruit.

– Le meilleur TEB des précodeurs diagonaux est atteint avec le FMBER. Ce n’est pas une surprise puis-

qu’il est optimal. Par rapport au précodeur MMSE le gain en RSB est d’environ 1dB (à partir du niveau

0dB).

– Le précodeur FAMBER, qui est une approximation de l’optimal, opère parfaitement à fort RSB. A faible

RSB, l’approximation faite en (4.20) est moins bonne et les performances se dégradent, devenant moins

bonnes que celles de FMMSE .

Trois précodeurs peuvent affecter la valeur zéro à des coefficients fi. Il s’agit des précodeurs FCapa,

FMMSE (cf. tableau 4.2) et FAMBER (cf. équation (4.22)). Lorsque fi = 0 la puissance de la voie i est nulle,

son TEB est alors de 1/2. Pour le précodeur FAMBER c’est une conséquence de l’approximation (4.20). Pour

les deux autres précodeurs c’est un choix de ne pas ((gaspiller)) de puissance dans une voie trop défavorisée.

La figure 4.3 illustre la stratégie d’allocation de puissance pour quatre précodeurs. Dans la représentation

simpliée il n’est pas impropre de parler d’allocation de puissance, car les précodeurs étant diagonaux, ils ne

font que répartir la puissance p0 entre les différents sous-canaux de Hv .

Pour le précodeur FTEE la répartition de puissance ne dépend pas de la valeur du RSB. Pour égaliser les

taux d’erreurs il affecte plus de puissance aux voies défavorisées et moins aux voies favorisées. Il est donc

insensible au niveau de bruit, mais dépend uniquement des rapports entre les σi
3.

Les précodeurs FCapa et FMBER ont des stratégies totalement opposées. Le précodeur FCapa répartit

uniformément la puissance à fort RSB. Lorsque le bruit augmente il alloue moins de puissance sur la dernière

voie (la moins favorisée car les σi sont rangés par ordre décroissant). A contrario, le précodeur FMBER affecte

plus de puissance sur les voies défavorisées et très peu sur la première voie. Le précodeur FMMSE suit une

stratégie intermédiaire.

Après cette présentation synthétique des principaux précodeurs linéaires de la littérature nous allons voir

un autre type de précodage : la sélection d’antenne.

4.6 Précodage par sélection d’antennes

Le dernier type de précodage de la littérature que nous allons voir est la sélection d’antennes, qui a été

présenté dans les références [66], [75] et [76]. Le principe est de choisir les b meilleures antennes émettrices

3. Pour le modèle de canal de Rayleigh, les rapports entre les σi sont statistiquement indépendants du niveau de RSB.
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FIG. 4.3 – Stratégies d’allocation de puissance des précodeurs pour trois niveaux de RSB. La puissance est
répartie entre quatre voies. La puissance Pi de chaque voie est représentée par une barre grisée.

parmi les nT disponibles, pour transmettre les b voies de données. Chaque voie de donnée est émise direc-

tement sur une antenne, la puissance p0 étant répartie uniformément. Heath et Paulraj [76] proposent quatre

critères pour choisir les b meilleures antennes émettrices selon le type de récepteur utilisé (ZF, MMSE, MV).

Ce type de précodeur possède plusieurs avantages :

– nT antennes sont disponibles, mais comme seulement b sont utilisées simultanément l’émetteur n’a

besoin que de b amplificateurs, ce qui diminue le coût du matériel.

– Le jeu d’antennes optimal peut être choisi au récepteur, qui l’indique ensuite à l’émetteur. La boucle de

retour ne nécessite donc qu’un débit très faible, ce qui économise les ressources.

– Le principe du précodeur n’est pas lié à un type de récepteur, il s’intègre donc très bien dans un système

avec un récepteur linéaire ou MV.

– Comme nous allons le voir par la suite, le gain en TEB est important avec seulement une antenne de

plus à l’émission (nT = b+ 1).

Ce travail a été initialisé dans la publication [66], dans laquelle les auteurs démontrent que lorsque H n’est

pas de rang plein, la capacité du canal peut être augmentée en diminuant nT . Le fait que H ne soit pas de rang

plein implique que des colonnes de H sont des combinaisons linéaires d’autres colonnes (chaque colonne

correspond à une antenne émettrice). L’information présente dans ces colonnes est redondante et ne contribue
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pas à la capacité. En notant k le rang de H, les auteurs proposent d’utiliser k antennes à l’émission, formant

ainsi un canal de rang plein. Si plusieurs combinaisons de k antennes forment un canal de rang plein, c’est

celle donnant le plus grand déterminant à H qui est retenue. La capacité est améliorée car le rang du canal est

conservé et la puissance sur chaque antenne augmentée ( p0

k
au lieu de p0

nT
).

En ce qui concerne le choix du jeu d’antennes quatre critères sont testés dans [76] :

1. Les b antennes donnant la plus grande capacité. Comme nous l’avons déjà vu pour les précodeurs

linéaires, ce critère ne minimise pas forcément le TEB pour un système dont le débit est figé.

2. Le choix du jeu d’antennes qui maximise le plus petit RSB des b sous-canaux. Le RSBmin conditionne

les performances des récepteurs, il est donc testé parmi les différents critères.

3. Les auteurs proposent aussi de tester λmin, plus petite valeur singulière du canal. Dans la section 4.5.4

nous avons vu que le RSBmin était directement lié à λmin. Ce critère fournit donc toujours le même jeu

d’antennes que le critère précédent.

4. La plus grande distance minimale sur la constellation reçue (Dmin ) est le dernier critère proposé. Le

nombre de jeux d’antennes étant fini, il est possible de calculer toutes les distances et de retenir le jeu

optimal. Cette recherche peut rapidement devenir contraignante en charge de calcul lorsque le nombre

d’antennes et d’états de la constellation augmentent.

Finalement, les résultats des simulations de [76] montrent qu’avec un récepteur MV, c’est le critère Dmin qui

donne les meilleures performances, bien que cela ne soit que de peu devant les autres critères. Pour la suite

nous utiliserons Dmin pour sélectionner les jeux d’antennes.

Comme pour les précodeurs linéaires, pour évaluer les performances en terme de TEB des précodeurs

à sélection d’antennes nous avons réalisé des simulations de Monte-Carlo. La configuration retenue ici est

nR = 2, b = 2 et une modulation MAQ-4. Le nombre d’antennes à l’émission nT dépend des configurations.

Les courbes des figures 4.4 et 4.5 sont tracées de la façon suivante : pour chaque niveau de RSB, 20 000

matrices H et R sont tirées afin que les résultats ne dépendent pas d’un canal ou d’un bruit particulier. Pour

chaque jeu de matrices, 100 vecteurs de 2 symboles sont émis. Les éléments de H sont des variables aléatoires

Gaussiennes complexes i.i.d., centrées et de variances unitaires. Pour obtenir le RSB désiré les matrices R sont

normalisées après avoir été calculées sous la forme R = TT∗ (Les éléments de T sont des variables aléatoires

Gaussiennes complexes i.i.d., centrées et de variances unitaires). Puisque la puissance reçue dépend du choix

des antennes, le RSB est défini comme le rapport entre la puissance émise p0 et la puissance totale du bruit.

La figure 4.4 compare un système V-BLAST disposant de nT = 2 antennes avec deux systèmes à sélection

d’antennes (SC), disposant respectivement de nT = 3 et nT = 4 antennes. Un récepteur MV est utilisé dans

tous les cas. Notons que le canal de transmission n’étant pas diagonalisé par un précodeur linéaire F et un dé-

codeur G, le récepteur MV doit estimer simultanément tous les symboles du vecteur émis s, ce qui augmente

exponentiellement sa complexité. Le gain en RSB apporté par la possibilité de choisir deux antennes parmi

trois est important. Pour un TEB de 10−2 il est d’environ 3dB, et de presque 5dB pour un TEB de 10−3. Cet
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écart augmente ensuite très rapidement lorsque le RSB dépasse 10dB. Avec le choix d’une quatrième antenne,

le gain en RSB est de plus de 1dB pour un TEB de 10−2 et de 2dB à 10−3. La sélection d’antennes amé-

liore donc sensiblement les performances des systèmes testés. Avec d’autres nombres d’antennes et d’autres

récepteurs les résultats sont du même type.

La figure 4.5 compare la sélection d’antennes (SC) avec le précodeur linéaire le plus performant : le

MBER. Le résultat est surprenant : la sélection d’antennes obtient de meilleurs résultats que le précodeur

linéaire diagonal optimal. Pourtant la sélection d’antennes peut être écrite sous la forme d’une matrice de

précodage FSC constituée de 0 et de 1. Par exemple, pour choisir les deux premières antennes parmi trois :

FSC =




1 0

0 1

0 0




(4.24)

La sélection d’antennes est donc un cas particulier des précodeurs linéaires. À ce titre elle doit être moins

performante que le meilleur précodeur linéaire, ce qui implique que le précodeur diagonal optimal FMBER

n’est pas le meilleur précodeur possible. L’explication vient du choix fait dans la section 4.5.5 de prendre

un précodeur diagonal. En effet, si on écrit le précodeur FSC dans la représentation simplifiée, il n’est pas

diagonal 4 . Pour améliorer encore les performances des précodeurs linéaires, il est donc nécessaire d’étendre

la recherche à des précodeurs non-diagonaux dans la représentation simplifiée.

4.7 Conclusion

Cette présentation rapide des principaux précodeurs linéaires et de la sélection d’antennes nous a permis

de mettre plusieurs points en évidence :

– La CSI permet d’améliorer les performances des systèmes MIMO par le précodage.

– La représentation de la matrice de canal H sous la forme diagonale Hv permet de représenter le ca-

nal en sous-canaux parallèles indépendants. L’optimisation et l’analyse des précodeurs s’en trouvent

simplifiées.

– De nombreux critères sont utilisés dans la littérature pour répondre aux différents besoins. Ici nous

cherchons à améliorer le TEB de la transmission, mais nous ne savons l’optimiser que pour un précodeur

diagonal.

– Tous les précodeurs linéaires étudiés sont diagonaux. Mais l’exemple de la sélection d’antennes montre

l’intérêt d’élargir nos recherches aux précodeurs non-diagonaux, tout en sachant que cela augmente la

complexité du récepteur MV.

4. En fait cela dépend de la valeur de H. Il peut arriver que FSC soit diagonal dans la représentation simplifiée, mais ce n’est
qu’un cas particulier.
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– Pour la sélection d’antennes c’est le critère Dmin qui donne les meilleurs résultats en TEB.

À partir de ces constatations, nous avons orienté nos recherches vers des précodeurs linéaires non-diagonaux

basés sur Dmin . Dans le chapitre suivant nous allons étudier les précodeurs linéaires à coefficients réels, avant

de voir ceux à coefficients complexes dans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Précodeurs réels basés sur Dmin

5.1 Introduction

La partie du chapitre 4 comparant les précodeurs linéaires avec la sélection d’antennes montre que les

précodeurs diagonaux ne sont pas nécessairement les plus efficaces. Nous allons donc étudier des précodeurs

non-diagonaux, en utilisant la représentation simplifiée du canal. L’expression générale du TEB étant, dans ce

cas, difficile à écrire, nous allons utiliser le critère de la distance minimale. Ce critère est proche de celui du

TEB car nous utilisons un récepteur MV.

Parmi les modulations classiques, la MAQ possède de bonnes propriétés en terme de distance minimale.

L’idée de ce chapitre est d’essayer de reproduire la forme d’une constellation MAQ sur les constellations

des différents récepteurs 1 . Pour y arriver nous allons utiliser des précodeurs avec des coefficients réels, qui

sont à la fois simples et performants. Dans le chapitre suivant nous étudierons les précodeurs à coefficients

complexes, optimaux au sens de Dmin .

Dans cette partie nous nous sommes limités à des systèmes émettant en MAQ-4 des vecteurs de deux

symboles indépendants (b = 2). Le nombre d’antennes disponibles à l’émetteur (nT ) et au récepteur (nR) sera

donc supérieur ou égal à deux. Le principe développé ici doit pouvoir s’étendre à d’autres modulations ou à

des vecteurs de plus grande dimension, mais actuellement ce travail n’est pas réalisé.

Comme dans le chapitre précédent, le canal de transmission H va être représenté par le modèle simplifié

équivalent que nous avons développé. Ayant deux voies de symboles indépendants à transmettre, le préco-

deur utilisera deux voies de transmission indépendantes dans la représentation simplifiée, les deux premières

puisqu’elles ont le meilleur rapport signal sur bruit. Le canal virtuel peut s’écrire :

Hv =




√
ρ

1
0

0
√
ρ

2


 (5.1)

1. Une partie des résultats de ce chapitre a fait l’objet d’une publication à la conférence Asilomar’02 [77].
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dans lequel ρi correspond au rapport signal sur bruit de la voie i (ρ1 ≥ ρ2).

Le critère utilisé étant Dmin , nous notons le précodeur FD :

FD =


 x y

w z


 (5.2)

avec la contrainte sur la puissance moyenne p0 :

trace(FD FD
∗) ≤ p0 (5.3)

Dans la représentation simplifiée l’équation du système peut s’écrire :

y = Hv FD s + νv (5.4)

soit : 
y1

y2


 =



√
ρ

1
0

0
√
ρ

2




x y

w z




s1
s2


+


νv1

νv2


 =



√
ρ1(xs1 + ys2) + νv1

√
ρ2(ws1 + zs2) + νv2


 (5.5)

5.2 Position du problème

Nous allons poser ici les équations des distances minimales pour les précodeurs réels, ainsi que les condi-

tions sur x, y, z et w qui les accompagnent. Nous mettrons ensuite les précodeurs réels sous forme trigono-

métrique, ce qui facilitera la recherche des précodeurs maximisant la distance minimale.

5.2.1 Hypothèse 1 : x, y, w et z réels

La différence entre un précodeur réel et un précodeur complexe provient des termes de phases qui induisent

des rotations permettant de modifier la forme de la constellation en réception. Lorsque le précodeur est réel et

que l’on utilise une modulation MAQ-4 avec b = 2, la forme de la constellation reçue sur chaque récepteur

correspond à une MAQ-16 dont les 4 points de chaque quadrant seraient plus ou moins éloignés du centre.

La figure 5.1 représente une constellation sur le récepteur 1. Les 16 impacts correspondent aux 4 possibilités

pour s1 et aux 4 possibilités pour s2, multipliées respectivement par
√
ρ

1
x et

√
ρ
1
y (cf. équation 5.5). Sur le

second récepteur, les 16 impacts correspondent aux mêmes possibilités, multipliées par
√
ρ
2
w et

√
ρ

2
z. Nous

choisissons ici de nous limiter à ce type de constellation, qui est simple et possède de bonnes propriétés en

terme de Dmin . Le chapitre suivant étudie les précodeurs à coefficients complexes.

Les signes de x, y,w et z ne modifient pas la forme des constellations reçues, et n’ont donc pas d’influence

sur les distances minimales. Nous laisserons les coefficients de FD être positifs ou négatifs, une valeur absolue

apparaissant dans les formules des distances.
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Le rapport entre x et y détermine la forme de la constellation sur le premier récepteur, alors que le rapport

entre w et z agit sur le second. Nous verrons ceci plus en détails dans la section 5.2.3.

5.2.2 Définition des distances Ds1 et Ds2

Pour définir les distances Ds1 et Ds2 nous allons supposer que x > y et que z > w. Ne pas respecter

cette hypothèse équivaut à intervertir dans les définitions x avec y, z avec w et Ds1 avec Ds2. Les valeurs

de distances qui suivent sont calculées pour des symboles ayant une puissance unitaire. Dans le cas contraire

toutes les distances seraient multipliées par le même facteur, ce qui ne changerait pas la recherche de FD .

La figure 5.1 représente une constellation sur le récepteur 1 pour x = 3 et y = 1. La valeur du symbole s1

détermine le quadrant dans lequel se trouve l’impact, alors que le symbole s2 détermine la position du point à

l’intérieur du quadrant. En terme de distance ceci peut se traduire de la façon suivante : la distance Ds1r1
est

la distance minimale entre deux quadrants sur le récepteur 1, c’est donc la distance minimale pour déterminer

s1 sur ce récepteur. De même la distance Ds2r1
est la distance minimale entre les points d’un même quadrant

sur le récepteur 1, elle permet de déterminer la valeur du symbole s2 sur ce récepteur.

Ces distances sur le premier récepteur s’obtiennent avec le théorème de Pythagore :

D2
s1r1

= 2ρ1(|x| − |y|)2

D2
s2r1

= 2ρ1y
2

(5.6)

De même sur le second récepteur :

D2
s1r2

= 2ρ2w
2

D2
s2r2

= 2ρ2(|z| − |w|)2
(5.7)

Les distances minimales pour chaque symbole peuvent alors s’écrire :

D2
s1 = D2

s1r1
+ D2

s1r2
= 2ρ1(|x| − |y|)2 + 2ρ2w

2

D2
s2 = D2

s2r1
+ D2

s2r2
= 2ρ1y

2 + 2ρ2(|z| − |w|)2
(5.8)

Les distances Ds1 et Ds2 sont les distances minimales qui vont affecter les performances du récepteur MV

lors de l’estimation des symboles s1 et s2. La distance minimale sera la plus petite de ces deux distances :

Dmin = min(Ds1,Ds2) (5.9)

Lorsque le précodeur est optimisé nous avons Ds1=Ds2=Dmin . En effet, si par exemple Ds1 > Ds2 = Dmin ,

il est toujours possible de diminuer x et y pour augmenter w et z tout en respectent la contrainte de puissance.

Ceci revient à diminuer Ds1 et à augmenter Ds2 jusqu’à l’équilibre, qui correspond à l’optimal. Nous allons

utiliser cette propriété pour optimiser le précodeur FD dans la section 5.3.
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y Ds2r1

ρ1

ρ1 x

ρ1

Ds1r1

FIG. 5.1 – Exemple de constellation sur le récepteur 1 avec x = 3 et y = 1. La distance Ds1r1 est cruciale
pour la détermination correcte du symbole s1, la distance Ds2r1 est cruciale pour la détermination correcte
du symbole s2.

5.2.3 Restriction à |x| ≥ 2|y| et |z| ≥ 2|w|

Cette restriction peut s’expliquer grâce à la figure 5.2. Deux constellations différentes sont représentées

sur le récepteur 1 pour une valeur de ρ1 = 1. Dans le premier cas x = 3 et y = 2, ce qui donne les distances

D2
s1r1

= 2ρ1(|x| − |y|)2 = 2 et D2
s2r1

= 2ρ1y
2 = 8. Dans le second cas x = 1 et y = 3, les distances

correspondantes sont D2
s1r1

= 2ρ1x
2 = 2 et D2

s2r1
= 2ρ1(|y| − |x|)2 = 8 (comme |y| > |x| les définitions

sont différentes, cf. section 5.2.2).

Dans les deux cas les distances Ds1r1
et Ds2r1

ne sont pas modifiées. La puissance utilisée dans le premier

cas est x2 + y2 = 13, et x2 + y2 = 10 dans le second cas. La seconde configuration est donc meilleure car

elle utilise moins de puissance pour les mêmes distances. Pour obtenir cette configuration il faut qu’il y ait un

rapport d’au moins 2 entre |x| et |y|. Sur la constellation, cela se traduit par des points à l’intérieur de chaque

quadrant qui sont plus rapprochés, comme sur la partie droite de la figure 5.2. Cette configuration étant plus

performante, le précodeur optimal sera de ce type.

Si nous nous plaçons dans le cas |x| ≥ 2|y| cela implique Ds1r1
≥ Ds2r1

. Lorsque le précodeur est opti-
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x
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Ds2r1
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Ds1r1

y

Ds2r1

Ds1r1

FIG. 5.2 – Deux exemples de constellations sur le récepteur 1 avec ρ1 = 1 : à gauche x=3 et y=2, à droite
x=1 et y=3. Les distances minimales sont identiques, mais l’exemple de droite utilise moins de puissance.

misé nous avons Ds1=Ds2=Dmin , ce qui implique Ds2r2
≥ Ds1r2

, ou encore |z| ≥ 2|w|. L’autre alternative,

|y| ≥ 2|x|, est similaire et implique que |w| ≥ 2|z|. Ceci correspond à une permutation des colonnes de FD et

ne modifie en rien Dmin . Pour éviter d’avoir deux cas à traiter, nous prendrons |x| ≥ 2|y| et |z| ≥ 2|w|.

5.2.4 Forme trigonométrique des précodeurs FD

Pour faciliter la recherche des précodeurs FD nous allons les mettre sous une forme trigonométrique. Pour

l’obtenir nous utilisons une SVD :

FD =


 x y

w z


 = AΣB∗ (5.10)

avec A et B matrices unitaires et Σ matrice diagonale dont les éléments réels positifs sont rangés par ordre

décroissant. La contrainte de puissance devient alors :

‖Σ‖2 = p0 (5.11)

Dans l’annexe B il est démontré que pour maximiser la distance minimale il faut choisir A = I.

Afin de faciliter les calculs qui suivent, la matrice diagonale Σ peut s’écrire :

Σ =
√
p0


 cosψ 0

0 sinψ


 avec 0 ≤ ψ ≤ π

4
(5.12)

Dans cette équation ψ est compris entre 0 et π
4 pour respecter l’ordre décroissant des coefficients donné
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par la SVD.

FD , A et Σ étant réels, la matrice B∗ doit être réelle, d’où son expression générale :

B∗ =


 cos θ sin θ

− sin θ cos θ


 (5.13)

Pour respecter l’hypothèse |x| ≥ 2|y| et |z| ≥ 2|w| de la section 5.2.3, il faut tan θ ≤ 1
2 . En notant θmax

l’angle tel que tan(θmax) = 1
2 , nous pouvons restreindre le domaine de recherche de θ :

0 ≤ θ ≤ θmax (5.14)

La nouvelle forme du précodeur réel est donc :

FD =
√
p0


 cosψ 0

0 sinψ




 cos θ sin θ

− sin θ cos θ


 (5.15)

et d’après l’équation 5.8 les distances s’écrivent :

D2
s1 = 2p0ρ1 cos2 ψ(cos θ − sin θ)2 + 2p0ρ2 sin2 ψ sin2 θ

D2
s2 = 2p0ρ1 cos2 ψ sin2 θ + 2p0ρ2 sin2 ψ(cos θ − sin θ)2

(5.16)

Cette paramétrisation permet de réduire de quatre (x, y, z et w) à deux (ψ et θ) le nombre de paramètres

utilisés. De plus, grâce à la forme trigonométrique, la contrainte de puissance est intégrée aux relations entre

les coefficients du précodeur, ce qui va faciliter l’optimisation.

5.3 Recherche des précodeurs FD

Nous allons maintenant chercher les valeurs de ψ et θ qui, en fonction du canal virtuel Hv , maximisent la

distance minimale. Rappelons qu’à l’optimum nous avons Ds1=Ds2=Dmin .

En définissant le paramètre k :

k =
ρ1

ρ2
≥ 1 (5.17)

l’égalité des deux distances donne :

0 = D2
s1 −D2

s2

= k cos2 ψ(cos θ − sin θ)2 + sin2 ψ sin2 θ − k cos2 ψ sin2 θ − sin2 ψ(cos θ − sin θ)2

= (k − tan2 ψ)
[
(cos θ − sin θ)2 − sin2 θ

]

= (k − tan2 ψ) cos θ(cos θ − 2 sin θ) (5.18)
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Trois solutions se présentent pour obtenir l’égalité des distances :

1o cos θ = 0

2o cos θ = 2 sin θ

3o tan2 ψ = k

Nous allons examiner ces trois cas pour savoir lequel donne le FD avec la plus grande distance minimale.

cas no 1 : cos θ = 0

Cette valeur de θ n’est pas compatible avec les hypothèses que nous avons faîtes avant le calcul, en

particulier avec l’équation 5.14. Ce sont donc les deux autres cas qui vont permettre de déterminer le précodeur

FD .

cas no 2 : cos θ = 2 sin θ

Dans ce cas nous avons tan θ = 1
2 . En utilisant cos2 +sin2 = 1 nous obtenons directement cos θ = 2√

5
et

sin θ = 1√
5
. Le précodeur s’écrit alors :

FD =

√
p0

5


 cosψ 0

0 sinψ




 2 1

−1 2


 (5.19)

La distance Ds1 permet de calculer ψ :

D2
s1 =

2

5
p0ρ1 cos2 ψ +

2

5
p0ρ2 sin2 ψ

=
2

5
p0ρ2(k cos2 ψ + sin2 ψ)

=
2

5
p0ρ2((k − 1) cos2 ψ + 1) (5.20)

Comme (k − 1) ≥ 0, le maximum de la distance est obtenu pour cos2 ψ = 1, soit ψ = 0. Le précodeur

prend alors la forme :

FQ =

√
p0

5


 1 0

0 0




 2 1

−1 2


 =

√
p0

5


 2 1

0 0


 (5.21)

Ce précodeur est noté FQ car il fournit une constellation de MAQ-16 sur le seul récepteur utilisé (dans la

représentation virtuelle du canal). La distance minimale fournie par ce précodeur est :

D2
Q =

2

5
p0ρ1 (5.22)

Après avoir traité le cas suivant, nous allons voir que FQ est un précodeur réel optimal au sens de Dmin ,
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pour les valeurs de k ≥ 4.

cas no 3 : tan
2 ψ = k

Pour calculer Ds1 nous avons besoin de la valeur de cosψ et sinψ :

sin2 ψ =
tan2 ψ

1 + tan2 ψ
=

k

1 + k
et cos2 ψ =

1

1 + tan2 ψ
=

1

1 + k

La valeur de Ds1 est alors :

D2
s1 = 2p0ρ2

[
k

1

1 + k
(cos θ − sin θ)2 +

k

1 + k
sin2 θ

]

= 2p0ρ2
k

1 + k

[
(cos θ − sin θ)2 + sin2 θ

]

= 2p0
ρ1ρ2

ρ1 + ρ2

[
1 − 2 cos θ sin θ + sin2 θ

]
(5.23)

Pour chercher l’angle θ qui maximise Ds1 nous pouvons dériver D2
s1 :

∂D2
s1

∂θ
= 2p0

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2
(−2 cos2 θ + 2 sin2 θ + 2 cos θ sin θ) (5.24)

Si la dérivée s’annule nous aurons un extremum :

0 = −2 cos2 θ + 2 sin2 θ + 2 cos θ sin θ

= sin2 θ + cos θ sin θ − cos2 θ

= tan2 θ + tan θ − 1 pour θ 6= π

2
(5.25)

La dérivée s’annule pour tan θ = −1−
√

5
2 et pour tan θ = −1+

√
5

2 . Ces deux valeurs sont en dehors de

notre intervalle de recherche, la dérivée ne change donc pas de signe pour 0 ≤ θ ≤ θmax. Pour θ = 0 elle est

négative, la distance Ds1 est donc décroissante sur [0,θmax]. Sa valeur la plus grande est pour θ = 0, d’où la

forme du précodeur :

FD =
√
p0


 cosψ 0

0 sinψ




 1 0

0 1


 =

√
p0

1 + k


 1 0

0
√
k


 (5.26)

Ce précodeur est diagonal, donc il transmet le symbole s1 sur le premier sous-canal et le symbole s2 sur le

second. La constellation sur le récepteur 1 sera celle de s1, c’est à dire une MAQ-4. De même la constellation

MAQ-4 reçue sur le second récepteur ne dépend que de s2. Les distances étant égales, les constellations ont

la même taille, ce qui revient à dire que plus de puissance est émise sur la seconde voie pour arriver au

même RSB que sur la première voie. Cette solution est radicalement différente du premier précodeur FQ, qui
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transmet toute l’information sur le sous-canal le plus favorisé, et qui produit une constellation de MAQ-16 sur

le récepteur 1.

En fait le précodeur qui égalise les RSB des sous-canaux est déjà connu, il s’agit du précodeur à taux

d’erreurs égaux FTEE de la section 4.5.4. Cela peut se vérifier en reprenant la formule des coefficients fi du

précodeur FTEE donnée dans le tableau 4.2 :

f2
i =

(
p0

σ2
i

∑b
k=1 σ

−2
k

)

Nous avons posé ici ρi = σ2
i et b = 2, d’où :

f2
i = p0

ρ1ρ2

ρi(ρ1 + ρ2)
(5.27)

Le précodeur FTEE s’écrit alors :

FTEE =


 f1 0

0 f2


 =

√
p0

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2




1√
ρ1

0

0 1√
ρ2


 (5.28)

En remplaçant k par sa valeur dans l’équation 5.26, nous arrivons bien à FD = FTEE . Cette écriture du

précodeur met en évidence le facteur 1√
ρi

, qui compense le coefficient du canal
√
ρi pour égaliser les RSB

des sous-canaux (et les distances Ds1 et Ds2). Nous voyons aussi apparaître en facteur le terme déterminant

le RSB :

RSB = RSB1 = RSB2 = p0
ρ1ρ2

ρ1 + ρ2
(5.29)

La distance minimale DTEE fournie par ce précodeur est :

D2
TEE = 2p0

ρ1

1 + k
= 2p0

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2
(5.30)

Nous venons de calculer deux précodeurs réels qui maximisent la distance minimale : FQ de l’équa-

tion 5.21 et FTEE de l’équation 5.28. C’est la valeur de k qui va déterminer lequel des deux précodeurs donne

la plus grande distance minimale.

La figure 5.3 représente les distances minimales pour FQ et FTEE . Lorsque k < k0 c’est le précodeur

diagonal qui obtient la plus grande distance minimale. Cela s’explique car dans ce cas ρ2 est proche de ρ1 et

FTEE utilise les deux sous-canaux. Lorsque k > k0, le premier sous-canal est nettement plus avantagé, ce

qui se retrouve au niveau du précodeur FQ qui n’utilise que le premier sous-canal 2 . Le seuil de basculement

2. Le précodeur FQ n’utilise que le premier sous-canal mais les deux voies de données y sont transmises. Le précodeur FCapa

utilise lui aussi un seul sous-canal lorsque le second est trop désavantagé, mais le résultat obtenu est très différent car dans ce cas la
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FIG. 5.3 – Distances minimales des précodeurs FTEE et FQ en fonction de k. Le seuil k0 permet de sélec-
tionner le précodeur le plus performant. Le précodeur FQ ne dépend pas de k car il n’utilise que le premier
sous-canal.

k0 entre les deux précodeurs peut se trouver en égalisant les deux distances minimales :

2p0
ρ1

1 + k0
=

2

5
p0ρ1, soit k0 = 4 (5.31)

Les deux formes obtenues, FQ et FTEE , sont très simples et exploitables directement, un simple test sur

ρ1 et ρ2, les RSB des sous-canaux, étant suffisant. Pour mémoire, et avant de regarder les performances de ces

précodeurs, nous rappelons leur forme :

FQ =

√
p0

5


 2 1

0 0


 FTEE =

√
p0

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2




1√
ρ1

0

0 1√
ρ2




5.4 Performances en Dmin et TEB

Pour comparer les performances en terme de TEB avec les différents précodeurs du chapitre 4, nous avons

utilisé les mêmes types de simulation. Les précodeurs réels imposent b = 2 et une modulation MAQ-4, et

nous choisissons nT = 3 et nR = 2 (d’autres choix de nombres d’antennes donnent des résultats similaires).

Les courbes des figures 5.4, 5.5 et 5.6 sont tracées de la façon suivante : pour chaque niveau de RSB,

seconde voie est sacrifiée.
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FIG. 5.4 – Comparaison des TEB du précodeur réel et de la sélection d’antennes (cf. figures 4.4 et 4.5).
Aucune condition sur la valeur de k.

20 000 matrices H et R sont tirées afin que les résultats ne dépendent pas d’un canal ou d’un bruit particulier.

Pour chaque jeu de matrices, 100 vecteurs de 2 symboles sont émis. Les éléments de H sont des variables

aléatoires Gaussiennes complexes i.i.d., centrées et de variances unitaires. Pour obtenir le RSB désiré les

matrices R sont normalisées après avoir été calculées sous la forme R = TT∗ (Les éléments de T sont des

variables aléatoires Gaussiennes complexes i.i.d., centrées et de variances unitaires). Puisque la puissance

reçue dépend du précodeur, le RSB est défini comme le rapport entre la puissance émise p0 et la puissance

totale du bruit.

La figure 5.4 compare les précodeurs réels à la sélection d’antennes (cf. section 4.6 et figures 4.4 et

4.5). Les deux techniques utilisent le même critère (Dmin ) et sont toutes les deux non-diagonales dans la

représentation simplifiée. Le précodeur réel obtient un gain de plus de 2 dB en RSB, ce qui s’explique par

le moindre degré de liberté de la sélection d’antennes. Notons que la sélection d’antennes est inclue dans

l’ensemble des précodeurs linéaires (cf section 4.6) mais pas dans l’ensemble des précodeurs réels, car ses

coefficients sont complexes 3.

La figure 5.5 correspond aux précodeurs linéaires les plus utilisés : FCapa qui maximise la capacité,

FMMSE qui minimise l’erreur quadratique moyenne et FTEE. Ces précodeurs sont décrits dans les sec-

3. La sélection d’antennes est un précodeur FSC composé de 0 et de 1. Pour utiliser la représentation simplifiée il faut décom-
poser le précodeur : FSC = FvFc (cf. section 4.3). Fv étant à priori complexe, le précodeur Fc de la sélection d’antennes dans la
représentation simplifiée, est lui aussi complexe.
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FIG. 5.5 – Comparaison du TEB avec les précodeurs linéaires, pas de condition sur k.
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FIG. 5.6 – Comparaison du TEB avec les précodeurs linéaires. k ≥ 4 : le précodeur réel FQ n’est pas
diagonal.



5.5. TEB THÉORIQUE DES PRÉCODEURS FTEE ET FQ 101

tions 4.5.2, 4.5.3 et 4.5.4. Le gain en TEB du précodeur réel est très important et s’explique principalement

par sa non-diagonalité, comme nous allons le voir avec la figure suivante.

La figure 5.6 représente les 90% de tirages de la figure 5.5 pour lesquels k = ρ1

ρ2
> 4. Dans cette confi-

guration le premier sous-canal virtuel, caractérisé par ρ1, est nettement avantagé. Ceci explique le choix du

précodeur réel FQ de n’émettre que sur la voie 1, contrairement aux précodeurs diagonaux. Le gain en TEB

est alors très important, par rapport aux trois autres précodeurs linéaires, qui émettent sur la seconde voie.

C’est donc bien la non-diagonalité du précodeur réel qui explique ses bonnes performances.

Notons que lorque k ≤ 4 le critère Dmin donne le précodeur FTEE , qui pourrait avantageusement être

remplacé par un précodeur plus performant du chapitre 4 (FMMSE , FMBER ou FAMBER).

5.5 TEB théorique des précodeurs FTEE et FQ

Nous allons maintenant calculer, en supposant connaître la matrice Hv , les TEB théoriques des précodeurs

réels, ce qui peut être utile pour prévoir leurs performances sans recourir à de longues simulations. Nous allons

commencer par le TEB théorique du précodeur FTEE , avant de déterminer celui de tous les précodeurs réels

dont la seconde ligne est nulle. Ce résultat nous donnera le TEB du précodeur FQ et ouvrira de nouvelles

perspectives d’optimisation pour la suite du travail.

5.5.1 TEB théorique du précodeur FTEE

Nous avons vu au chapitre 4 que, dans la représentation simplifiée, le canal Hv est diagonal. Le produit

de Hv avec un précodeur diagonal donne donc une matrice diagonale, qui permet de séparer le canal en sous-

canaux gaussiens indépendants (cf. section 4.5). Chaque sous-canal transmet un symbole dont la probabilité

d’erreur est identique à celle d’un canal SISO. Pour le ie sous-canal avec nos notations nous avons [20] :

TEBi =
1

2
erfc

(Dsi

2

)
(5.32)

Le TEB global est la moyenne des TEB de chaque sous-canal :

TEB =
1

b

b∑

i=1

TEBi (5.33)

avec ici b = 2.

Le précodeur FTEE de la section 5.3 est donné dans l’équation 5.28 :

FTEE =

√
p0

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2




1√
ρ1

0

0 1√
ρ2



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Ses deux distances Ds1 et Ds2 sont égales (cf. équation 5.30) :

D2
s1 = D2

s2 = D2
TEE = 2p0

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2

D’où TEBTEE , le TEB du précodeur FTEE :

TEBTEE =
1

2
erfc

√
p0

2

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2
(5.34)

5.5.2 TEB théorique des précodeurs à seconde ligne nulle

Le précodeur FQ est un cas particulier des précodeurs à seconde ligne nulle. Le rapport entre ses coeffi-

cients de la première ligne est fixé à deux, ce qui donne la constellation d’une MAQ-16 sur le récepteur 1. Le

TEB d’une telle constellation est connu, et nous pourrions l’obtenir directement. Toutefois notre objectif est

légèrement différent ici : nous voulons obtenir le TEB de tous les précodeurs réels dont la seconde ligne est

nulle. Cela pourrait permettre par la suite d’optimiser directement le TEB de ces précodeurs, comme cela a

été fait pour les précodeurs diagonaux (cf. section 4.5.5).

La forme générale d’un précodeur réel à seconde ligne nulle est :

Fl1 =


x y

0 0


 avec |x|>2|y|

Les distances minimales de ce type de précodeur sont données par l’équation (5.8).

Dans la représentation simplifiée du canal Hv , les parties réelle et imaginaire du bruit sont indépendantes

et de variance σ2
b = 1

2 . On peut calculer la probabilité Pev de se tromper entre deux vecteurs distants de D
(un vecteur correspond à un impact sur le récepteur 1) :

Pev =
1

2
erfc

(
1

2

√
D2

2σ2
b

)
=

1

2
erfc

(D
2

)
(5.35)

On peut alors définir deux probabilités d’erreurs Pel et PeL sur des vecteurs éloignés des distances (( l )) et

(( L )) de la figure 5.7 : 


Pel = 1

2erfc
(√

ρ1

2 |y|
)

PeL = 1
2erfc

(√
ρ1

2 (|x| − |y|)
) (5.36)

Les 16 impacts (vecteurs) reçus peuvent être séparés en 3 catégories : les (( coins )) (c), les (( bords )) (b) et

les (( milieux )) (m). Les (( coins )) sont les 4 impacts qui sont les plus éloignés du centre de la constellation.

Les 4 (( milieux )) sont au centre de la figure, alors que les 8 (( bords )) sont sur les côtés de la constellation.

Sur la figure 5.7 les 4 (( coins )) sont numérotés 2,5,9,13, les 8 (( bords )) sont numérotés 3,4,7,8,10,12,14,15 et

les 4 (( milieux )) 1,6,11,16.
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FIG. 5.7 – Distances sur le récepteur 1 (notées l et L). Les vecteurs sont numérotés de 1 à 16, les (( coins ))

sont notés c, les (( bords )) sont notés b et les (( milieux )) sont notés m.

Les probabilités d’erreurs des symboles s1 et s2 (Pes1 et Pes2) sont a priori différentes, il faut donc les

calculer séparément pour chacune des catégories d’impacts(m, c et b). Rappelons que le symbole s1 détermine

le quadrant du vecteur reçu, alors que le symbole s2 détermine la position à l’intérieur du quadrant. Nous

faisons l’hypothèse classique que les erreurs ne se produisent qu’entre impacts voisins. Ceci entraine les

points suivants qui permettent d’écrire l’équation 5.37 :

– Un (( coin )) ne peut être confondu qu’avec un des deux (( bords )) voisins. Cela produit une erreur sur le

symbole 2, mais aucune sur le symbole 1 (le quadrant reste le même).

– Une erreur entre un (( bord )) et son voisin (( milieu )) ou (( coin )) ne produit qu’une erreur sur le symbole 2

(pas de changement de quadrant).

– Une erreur entre un (( bord )) et le (( bord )) du quadrant voisin produit à la fois une erreur sur les

symboles 1 et 2.

– Une erreur entre un (( milieu )) et un de ses deux voisins (( bords )) produit une erreur sur le symbole 2

(pas de changement de quadrant).

– Une erreur entre un (( milieu )) et le (( milieu )) d’un des deux quadrants voisins entraîne à la fois une
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erreur sur les symboles 1 et 2.

Ces remarques permettent d’écrire les expressions suivantes pour les probabilités d’erreurs sur les sym-

boles s1 et s2 pour les milieux (Pes1m et Pes2m), les coins (Pes1c et Pes2c) et les bords (Pes1b et Pes2b) :





Pes1m = 2PeL

Pes1c = 0

Pes1b = PeL





Pes2m = 2Pel + 2PeL

Pes2c = 2Pel

Pes2b = 2Pel + PeL

(5.37)

Ce qui donne les probabilités d’erreurs sur les symboles :

Pes1 = 4
16Pes1m + 4

16Pes1c + 8
16Pes1b

= 1
2PeL + 1

2PeL

= PeL

= 1
2erfc

(√
ρ1

2 (|x| − |y|)
)

(5.38)

Pes2 = 4
16Pes2m + 4

16Pes2c + 8
16Pes2b

= 1
2Pel + 1

2PeL + 1
2Pel + Pel + 1

2PeL

= 2Pel + PeL

= erfc
(√

ρ1

2 |y|
)

+ 1
2erfc

(√
ρ1

2 (|x| − |y|)
)

(5.39)

Pour chaque symbole erroné nous avons 1 bit de faux pour 2 transmis :

TEB1 = 1
2Pes1 et TEB2 = 1

2Pes2 (5.40)

Soit au final :

TEB =
1

2
(TEB1 + TEB2)

TEB =
1

4
(Pes1 + Pes2)

TEB =
1

4

[
erfc

(√
ρ1

2
|y|
)

+ erfc

(√
ρ1

2
(|x| − |y|)

)]
(5.41)

Ce TEB correspond à tout précodeur réel, dont les coefficients de la première ligne vérifient |x| ≥ 2|y|,
et dont les coefficients de la seconde ligne sont nuls. Des simulations numériques (non présentées ici) ont été

utilisées pour valider ce TEB théorique. Il peut permettre, par la suite, d’optimiser directement le TEB de ce

type de précodeur, et non plus la distance minimale.
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5.5.3 TEB théorique du précodeur FQ

Pour le cas particulier du précodeur FQ, que nous avons calculé dans la section 5.3, les valeurs de x et y

sont connues :

x = 2

√
p0

5
et y =

√
p0

5

d’où TEBQ, le TEB du précodeur FQ :

TEBQ =
1

4

[
erfc

√
p0ρ1

10
+ erfc

(√
ρ1

2

(
2

√
p0

5
−
√
p0

5

))]

=
1

2
erfc

√
p0ρ1

10
(5.42)

Il est intéressant de noter que l’on peut retrouver le seuil de basculement k0, entre le précodeur FQ et

le précodeur FTEE , que nous avions obtenu en égalisant leur distance minimale (cf. équation 5.31). Pour y

arriver il suffit de poser TEBQ = TEBTEE , soit :

1

2
erfc

√
p0ρ1

10
=

1

2
erfc

√
p0

2

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2

et donc :

k0 =
ρ1

ρ2
= 4

Ce résultat permet surtout de confirmer la bonne adéquation entre la distance minimale et le TEB, puisque

les deux critères donnent le même seuil k0.

La figure 5.8 permet de contrôler que le TEBQ de l’équation 5.42 correspond aux simulations de la

figure 5.6. Le TEB théorique est calculé pour tous les tirages de H pour lesquels k ≥ 4, puis une moyenne est

faite pour obtenir les points de la figure 5.8. La bonne adéquation entre la formule théorique et les simulations

permet d’obtenir rapidement les TEB du précodeur FQ pour d’autres configurations, en évitant des heures de

calculs numériques.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les précodeurs FD à coefficients réels dans la représentation simplifiée

du canal Hv . En nous limitant à deux voies de données et à la modulation MAQ-4, nous avons optimisé ces

précodeurs en maximisant leur distance minimale Dmin .

Le résultat obtenu dépend du rapport k entre les RSB des deux sous-canaux. Pour k ≤ 4, le précodeur

FD est diagonal et correspond au précodeur à taux d’erreurs égaux. Dans ce cas il pourrait éventuellement être

remplacé par le précodeur diagonal FMBER, optimal en terme de TEB.

Pour k ≥ 4, le précodeur FD optimisé concentre toute la puissance sur le premier sous-canal, dont le RSB
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FIG. 5.8 – Comparaison du TEB théorique de l’équation 5.42 avec des simulations pour le précodeur FQ.

est nettement plus favorable. Ce résultat améliore le TEB de façon très importante, et permet au précodeur

FD d’obtenir les meilleures performances.

Il est possible d’améliorer ces performances en optimisant les TEB théoriques calculés section 5.5. Ce

travail est déjà connu pour les précodeurs diagonaux et aboutit au précodeur FMBER. Pour les précodeurs à

seconde ligne nulle les résultats seraient nouveaux et devraient améliorer sensiblement le TEB, en particulier à

faible RSB, c’est à dire lorsque l’approximation du TEB par la distance minimale est moins précise. Toutefois

le précodeur ainsi obtenu ne sera pas le précodeur réel minimisant le TEB, car nous nous sommes actuellement

limité aux cas diagonaux et à seconde ligne nulle.

Le chapitre suivant élargit l’étude au cas général des précodeurs à coefficients complexes, tout en conser-

vant le critère de la distance minimale.
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Chapitre 6

Précodeurs optimaux au sens de Dmin

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous nous étions limités aux précodeurs réels dans le but d’optimiser des

constellations reçues du type MAQ. Ici, nous allons généraliser la recherche à l’ensemble des précodeurs,

ce qui va nous permettre d’obtenir des précodeurs FD optimaux du point de vue de la distance minimale 1.

Leurs performances en terme de TEB sont très bonnes, meilleures que pour tous les autre types de précodeurs

actuellement proposés dans la littérature (avec un récepteur MV), alors que le résultat final est extrèmement

simple.

Nous allons utiliser la représentation diagonale simplifiée du canal MIMO bande étroite (Hv ) et tirer parti

de la connaissance du canal à l’émission (CSI) pour maximiser la distance minimale sur la constellation des

vecteurs reçus (Dmin ).

Une méthode originale est proposée ici pour calculer ces distances minimales, basée sur un ensemble ré-

duit de vecteurs différence et utilisant la linéarité du modèle équivalent du canal. En appliquant cette méthode

générale aux modulations BPSK et MAQ-4 nous obtenons des précodeurs non diagonaux très simples que

nous comparons aux autres précodeurs existant.

6.2 Méthode de recherche des précodeurs

La méthode proposée ici est très générale et peut être appliquée à de nombreuses configurations. Actuel-

lement nous nous sommes limités à un système transmettant deux symboles en parallèle (b = 2) avec des

modulations BPSK ou MAQ-4.

1. Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet d’une soumission pour le numéro Special Issue on Signal Processing for Multiple-
input Multiple-Output (MIMO) Wireless Communications Systems de la revue IEEE Transactions on Signal Processing.
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6.2.1 Définition des vecteurs différence

La distance minimale Dmin est la plus petite distance Euclidienne entre tous les vecteurs possibles reçus

non bruités. Le nombre de ces vecteurs augmente exponentiellement avec le nombre d’émetteurs et le nombre

d’états de la constellation, et il devient rapidement difficile d’optimiser un précodeur en recherchant ainsi la

distance minimale. Par exemple pour une MAQ-4 avec b = 2 le nombre de vecteurs reçus possibles est de

16, ce qui donne 16 × 15 = 240 distances à calculer. Pour faciliter cette recherche de distance minimale nous

allons restreindre la recherche en utilisant les vecteurs différence.

Une distance entre deux vecteurs rp et rq reçus sans bruit peut s’écrire en fonction des vecteurs émis sp et sq :

dpq = ‖rp − rq‖

= ‖Hv FD (sp − sq)‖ (6.1)

Ceci nous permet de faire deux constatations :

1o Deux différences égales à l’émission auront la même distance en réception :

(sp − sq) = (sk − sl) ⇐⇒ dpq = dkl (6.2)

2o Si deux différences à l’émission sont colinéaires c’est celle dont la norme est la plus petite qui donnera

la plus petite distance en réception :

(sp − sq) = β(sk − sl) =⇒ dpq > dkl avec β ∈ IR + et β > 1 (6.3)

Comme nous cherchons la plus petite distance nous allons pouvoir réduire notre espace de recherche en

utilisant les deux constatations précédentes. En prenant l’ensemble de toutes les différences entre vecteurs

émis, en enlevant toutes les différences égales, et en ne gardant que les plus petites des différences colinéaires,

nous obtenons l’ensemble des vecteurs différences noté X̆ . Les vecteurs différences sont notés ă,b̆,c̆, . . ., ou

encore :

X̆ = {ă,b̆,c̆, . . .} (6.4)

Les symétries des constellations classiques, MAQ en particulier, font que le nombre de vecteurs différence

est beaucoup plus petit que le nombre de distances possibles. En reprenant notre exemple d’une MAQ-4 avec

deux voies de données, le nombre de distances est de 240, mais il y a seulement 14 vecteurs différence.
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La recherche de la distance minimale peut alors s’écrire :

Dmin = min
p6=q

‖rp − rq‖

= min
p6=q

‖Hv FD (sp − sq)‖

= min
x̆

‖Hv FD x̆‖ pour tout x̆ ∈ X̆ (6.5)

6.2.2 Décomposition du précodeur

Afin d’étudier l’influence des éléments constituant le précodeur FD nous pouvons le décomposer par une

décomposition en valeurs singulières (SVD) :

FD = AΣB∗ (6.6)

avec la contrainte de puissance ‖Σ‖2 = p0.

Le canal global devient alors :

HvFD = HvAΣB∗ (6.7)

Nous pouvons distinguer deux aspects dans la recherche du précodeur, même si ils sont corrélés :

– Les valeurs singulières du produit HvFD peuvent être choisies à partir de HvAΣ, car B∗ n’a pas

d’influence sur leurs valeurs. On peut noter en utilisant une SVD : HvAΣ = UΛV∗.

– Alors il est possible de rechercher la matrice B qui optimise la distance Euclidienne. La matrice U,

ne produisant que des rotations et des symétries, n’a pas d’influence sur la distance minimale. Si nous

notons Q = V∗B∗ la question est de chercher la matrice unitaire qui optimise le canal global du

type ΛQ.

Comme nous sommes en dimension 2, le canal virtuel peut être paramétrisé de la façon suivante :

Hv =




√
ρ1 0

0
√
ρ2


 =

√
2ρ


 cos γ 0

0 sin γ


 (6.8)

avec 0 ≤ γ ≤ π/4 et ρ la moyenne de ρ1 et ρ2. L’angle γ est un paramètre important car il correspond au

rapport entre les RSB des sous-canaux.

6.2.3 Partie AΣ du précodeur

La matrice Σ doit respecter la contrainte sur la puissance totale émise, elle peut s’écrire de la façon

suivante :

Σ =
√
p0


 cosψ 0

0 sinψ


 (6.9)
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avec 0 ≤ ψ < π/4.

En dimension 2, l’expression générale d’une matrice unitaire est :

A =


 (cosα) ejα1 (sinα) ejα3

− (sinα) ejα2 (cosα) ejα4


 (6.10)

avec la contrainte : α1 + α4 = α2 + α3 modulo 2π.

L’angle α est compris entre 0 et π/2 car les expressions devant les exponentielles sont positives et cor-

respondent à des modules. Les autres angles (αi) sont compris entre 0 et 2π. Il est facile de vérifier que les

colonnes de A sont orthonormées.

L’annexe B démontre que la phase des éléments de la matrice A n’a pas d’influence sur les valeurs singu-

lières de Hv FD , et que donc la matrice A peut être choisie réelle. La seconde partie de l’annexe B montre

que, du point de vue des valeurs singulières, la meilleure matrice réelle est l’identité, et donc pour la suite

nous prendrons A = I.

6.2.4 Influence de la matrice B

La matrice B∗ est une matrice unitaire dont nous venons de voir la forme générale en dimension 2 (cf.

6.10). Comme les phases des éléments d’un vecteur différence n’ont pas d’influence sur sa norme, elles ne

modifient pas la distance minimale. Donc la première colonne de B∗ peut être réelle, et nous pouvons écrire :

B∗ =


 cos θ (sin θ) ejϕ

− sin θ (cos θ) ejϕ


 =


 cos θ sin θ

− sin θ cos θ




 1 0

0 ejϕ


 = BθBϕ (6.11)

avec θ compris entre 0 et π/2, et ϕ compris entre 0 et 2π.

6.2.5 Forme paramétrée du précodeur

La forme globale paramétrée d’un précodeur est donc :

FD = ΣBθBϕ =
√
p0


 (cosψ) (cos θ) (cosψ) (sin θ) ejϕ

− (sinψ) (sin θ) (sinψ) (cos θ) ejϕ


 (6.12)

avec 0 ≤ ψ < π/2, 0 ≤ θ ≤ π/2 et 0 ≤ ϕ < 2π.

En considérant toutes les symétries des constellations des modulations usuelles, il est facile de montrer

(cf. annexe C) que l’influence des angles sur la distance minimale peut se restreindre aux domaines suivants :

0 ≤ ϕ ≤ π/2 et 0 ≤ θ ≤ π/4.
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L’expression de l’ensemble canal virtuel et précodeur s’écrit :

Hv FD =
√

2p0ρ


 cos γ 0

0 sin γ




 cosψ 0

0 sinψ




 cos θ sin θ

− sin θ cos θ




 1 0

0 ejϕ


 (6.13)

Cette expression est vraie quelle que soit la modulation utilisée et pour tous les critères d’optimisation

classiques, car seules des hypothèses générales ont été faites jusqu’à présent. Maintenant la question est d’op-

timiser les angles ψ, θ et ϕ en fonction de γ pour maximiser la distance minimale. La solution dépend évidem-

ment de la modulation considérée et dans les paragraphes suivants nous allons développer la méthode pour

des systèmes utilisant les modulations BPSK et MAQ-4.

6.3 Précodeur Dmin optimal pour la modulation BPSK

Pour commencer nous allons considérer le cas le plus simple (modulation BPSK) pour illustrer la mé-

thode, la modulation MAQ-4 étant étudiée dans le paragraphe suivant. En BPSK les symboles appartiennent

à l’ensemble {1,− 1} et les vecteurs de symboles sont de dimension 2. L’ensemble de toutes les différences

entre les vecteurs émis est le suivant :
{(0

2

)
,
( 0
−2

)
,
(2
0

)
,
(2
2

)
,
( 2
−2

)
,
(−2

0

)
,
(−2

2

)
,
(−2
−2

)}
. Comme certains vecteurs sont

colinéaires, le domaine d’étude peut se réduire à l’ensemble des vecteurs différence défini section 6.2.1 :

X̆ =
{(0

2

)
,
(2
0

)
,
(2
2

)
,
( 2
−2

)}
.

Notre critère à optimiser est la distance minimale Dmin = mink ‖Hv FD x̆‖ pour tout x̆ ∈ X̆ . Une

recherche numérique montre que, quel que soit le canal, c’est à dire pour toute valeur de γ, le précodeur qui

maximise la distance minimale est obtenu pour les angles ψ = 0o, θ = 45o et ϕ = 90o, d’où la forme du

précodeur :

FD = FBPSK =

√
p0

2


 1 i

0 0


 (6.14)

Il peut paraître surprenant que la seconde ligne du précodeur soit nulle. En fait le précodeur transforme la

constellation BPSK sur deux voies en une modulation MAQ-4 sur la voie la plus favorisée (la première car

les éléments de Hv sont classés par ordre décroissant). Ce résultat est logique connaissant les avantages de la

modulation MAQ-4 par rapport à la BPSK, mais il est intéressant de noter que la recherche numérique arrive

à ce résultat non trivial sans être guidée. Le signal est entièrement transmis sur la première voie virtuelle, mais

utilise pour cela toutes les antennes physiques à l’émission et à la réception.

La valeur de Dmin est toujours donnée par les vecteurs différence
(2
0

)
et
(0
2

)
, et son expression est :

dBPSK = ‖HvFBPSK

(
2

0

)
‖ = 2

√
ρp0 cos γ (6.15)

Cette distance, normalisée par
√

2ρp0, est tracée en fonction de γ figure 6.5. Les performances de ce

précodeur en terme de TEB sont présentées dans la partie simulation (section 6.5). La figure 6.7 compare les
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TEB obtenus avec ceux de trois précodeurs de la littérature décrits dans le chapitre 4. Nous reviendrons sur

ces résultats dans le paragraphe consacré aux résultats expérimentaux.

6.4 Précodeur Dmin optimal pour la modulation MAQ-4

Afin de respecter l’hypothèse de départ E {ss∗} = Ib, les symboles de la modulation MAQ-4 sont défi-

nis dans l’ensemble
{

1√
2
(1 + i), 1√

2
(1 − i), 1√

2
(−1 + i), 1√

2
(−1 − i)

}
. L’ensemble de tous les vecteurs diffé-

rence peut se réduire à seulement 14 vecteurs : X̆ =
{
ă,b̆, . . . ,n̆

}
.

Une recherche numérique montre que le précodeur optimal peut prendre deux formes selon la valeur de

l’angle γ du canal virtuel. Si γ est inférieur à un seuil γ0 alors le précodeur utilise seulement la voie la plus

favorisée, comme dans le cas de la BPSK. Comme seuls ses coefficients de la première ligne sont non nuls,

il est noté Fl1. Au contraire, si γ est supérieur à γ0, le précodeur forme une constellation octogonale sur les

deux récepteurs et est noté Focto. Après avoir défini le précodeur pour chaque valeur de γ, la valeur exacte du

seuil γ0 va être calculée dans la section 6.4.3 en égalisant les distances minimales données par chaque forme

du précodeur.

Rappelons que l’angle γ correspond au rapport des RSB des deux sous-canaux virtuels :

√
ρ1√
ρ2

=
cos γ

sin γ

6.4.1 Précodeur Fl1

Pour tout canal virtuel dont le paramètre γ est inférieur au seuil γ0, le précodeur optimal est fixe et

indépendant de γ, avec les angles ψ = 0, ϕ = π/12 = 15o et θ ' 27.37o . Les valeurs exactes de θ et ϕ

peuvent aussi être trouvées de façon formelle, comme cela est montré dans l’annexe D. Ces angles donnent le

précodeur Fl1 :

Fl1 =
√
p0



√

3+
√

3
6

√
3−

√
3

6 ej
π
12

0 0


 (6.16)

La forme de la constellation reçue est indiquée figure 6.1, un seul récepteur virtuel est représenté puisque

la seconde ligne du précodeur est nulle. Cette constellation ressemble beaucoup à celle du précodeur réel FQ

du chapitre 5. Lui aussi a une seconde ligne nulle, et il forme une constellation de MAQ-16 sur le premier

récepteur virtuel. Ici la distance minimale est améliorée en tournant la constellation de 15o à l’intérieur de

chaque quadrant (impacts A, B, C et D par exemple). Ceci augmente la distance minimale entre les impacts

de quadrants différents (BE ou BG par exemple), c’est à dire la distance Ds1 définie section 5.2.2. Pour ré-

équilibrer les distances minimales, il faut alors augmenter la distance à l’intérieur des quadrants (Ds2) en

augmentant sin θ (donc le rayon du cercle A B C D). Cette explication est justifiée par les calculs de l’an-

nexe D. Notons que le gain en distance minimale est faible par rapport au précodeur réel FQ, mais ici le
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FIG. 6.1 – Forme de la constellation reçue sur le premier récepteur avec le précodeur F l1. Les 16 impacts
sont notés de A à P.

précodeur Fl1 maximise complètement la distance minimale (il est optimal au sens de Dmin ).

Comme dans le cas BPSK, la distance minimale du précodeur Fl1 est toujours obtenue par le même

vecteur différence, ici b̆ =
( 0
−
√

2

)
, ce qui permet d’écrire directement la distance minimale optimale :

dl1 = d
b̆
= ‖HvFl1b̆‖ =

√
2ρp0

√√
3 − 1√

3
cos γ (6.17)

Cette distance, normalisée, est tracée figure 6.6, et les performances du précodeur F l1 sont présentées dans

la partie 6.5.

6.4.2 Précodeur Focto

Lorsque l’angle γ est supérieur au seuil γ0 les choses sont légèrement différentes puisque le précodeur

utilise les deux voies :

– L’angle ψ, qui répartit la puissance sur les deux voies, dépend de l’angle γ du canal virtuel. Plus l’angle

γ augmente et plus la première valeur singulière du canal diminue, ce qui est compensé par le précodeur

en diminuant ψ afin de mettre plus de puissance sur la voie 1 (cf. équations 6.19 et 6.21).

– Les angles ϕ et θ, qui déterminent la forme des constellations sur les récepteurs, restent constants avec

de nouvelles valeurs : ϕ = π/4 et θ = π/4. L’angle ϕ tourne la constellation et lui donne sa forme
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originale, alors que cette valeur de θ mélange les points d’impacts voisins entre les deux récepteurs.

Cette solution astucieuse est illustrée par les figures 6.2 et 6.3, avec les seize impacts possibles notés

de A à P. Si deux points sont proches sur un récepteur (par exemple B et G sur le récepteur 1), alors ils

sont éloignés sur l’autre récepteur, ce qui augmente considérablement la distance minimale. Comme les

constellations reçues ont des formes d’octogones le précodeur est noté Focto et ne dépend que de ψ :

Focto =
√
p0


 cosψ 0

0 sinψ


 1

2




√
2 1 + i

−
√

2 1 + i


 (6.18)

Ce qui donne l’expression du canal global :

HvFocto =
√

2ρp0


 cos γ cosψ 0

0 sin γ sinψ


 1

2




√
2 1 + i

−
√

2 1 + i


 (6.19)

La figure 6.4 représente les distances dx̆ = ‖Hv FD x̆‖ pour chacun des quatorze vecteurs différence, en

fonction de ψ pour un angle γ donné (ici γ = π/6). La valeur de ψ qui maximise la distance minimale se

trouve à l’intersection des distances des vecteurs ă =
(√2

0

)
et c̆ =

( √
2

−
√

2

)
. Ce résultat reste vrai pour toute

valeur de γ appartenant à [0,π/4] et permet de trouver la valeur de ψ optimisant le précodeur. Le précodeur

optimal sera obtenu pour dă = dc̆ et en utilisant l’expression globale du canal donnée par l’équation 6.19 nous

avons :
dă = ‖HvFoctoă‖ =

√
2ρp0

√
cos2 γ cos2 ψ + sin2 γ sin2 ψ

dc̆ = ‖HvFoctoc̆‖ =
√

2ρp0

√
(2 −

√
2) cos2 γ cos2 ψ + (2 +

√
2) sin2 γ sin2 ψ

(6.20)

L’égalité des distances dă = dc̆ permet d’obtenir la valeur de ψ en fonction de γ :

tanψ =

√
2 − 1

tan γ
(6.21)

On peut vérifier que pour un angle γ = π/6 on retrouve bien sur la figure 6.4 la valeur ψ = 35.6o donnée

par l’équation 6.21.

Le précodeur optimal Focto peut s’écrire en fonction du seul paramètre γ en injectant (6.21) dans (6.18).

Finalement la distance minimale optimale dmin, se met sous la forme :

docto =
√

2ρp0 cos γ cosψ

√
4 − 2

√
2 =

√
2ρp0

√√√√(4 − 2
√

2) cos2 γ sin2 γ

1 + (2 − 2
√

2) cos2 γ
(6.22)

Cette distance, normalisée, est tracée figure 6.6, et montre un gain considérable en distance par rapport

aux autres méthodes actuellement proposées dans la littérature. Naturellement ce gain se retrouve dans les

performances en terme de TEB.
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FIG. 6.2 – Forme de la constellation reçue sur le récepteur 1 avec le précodeur Focto. Les 16 impacts sont
notés de A à P.

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

A

B C

D

E

F G

H

I

J K

L

M

N O

P

FIG. 6.3 – Forme de la constellation reçue sur le récepteur 2 avec le précodeur Focto. Les 16 impacts sont
notés de A à P.
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FIG. 6.4 – Distances dx̆ = ‖Hv FD x̆‖ associées aux quatorze vecteurs différence en fonction de ψ.
L’angle γ est fixé à π/6.

6.4.3 Seuil optimal γ0 pour l’angle du canal virtuel

Les distances minimales obtenues précédemment (équations 6.17 et 6.22) dépendent uniquement du pa-

ramètre γ du canal. Pour déterminer le seuil de basculement entre les précodeurs Fl1 et Focto il suffit de

comparer leurs distances minimales respectives et de trouver l’angle γ0 tel que dl1 = docto (cf. Fig. 6.6). Les

équations des distances donnent :

√√
3 − 1√

3
cos γ0 = cos γ0 cosψ

√
4 − 2

√
2 (6.23)

soit :

cosψ =

√√√√
√

3 − 1√
3(4 − 2

√
2)

(6.24)

L’équation (6.21) peut aussi se mettre sous la forme :

cosψ =

√
tan2 γ0

tan2 γ0 + 3 − 2
√

2
(6.25)

ce qui permet d’obtenir :

tan2 γ0 =
3
√

3 − 2
√

6 + 2
√

2 − 3

3
√

3 − 2
√

6 + 1
' 0.0968 et γ0 ' 17.28o (6.26)

Il est intéressant de noter que tan2 γ correspond au rapport entre les RSB des deux voies du canal. En
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effet à partir de l’équation (6.8) nous avons 1
tan2 γ

= cos2 γ

sin2 γ
= ρ1

ρ2
. Ce rapport de RSB détermine donc le choix

entre les deux formes du précodeur : pour ρ1

ρ2 ≤ 1
tan2 γ0

' 10.33 c’est le précodeur Focto qui a la plus grande

distance minimale, pour ρ1

ρ2
≥ 10.33 c’est le précodeur Fl1. Ce rapport ρ1

ρ2 dépend du rapport des valeurs

singulières du canal, et donc de la diversité du canal.

Les simulations suivantes vont illustrer les performances de ces précodeurs en terme de TEB.

6.5 Résultats de simulations

Dans cette partie nous allons comparer les précodeurs BPSK (FBPSK) et MAQ-4 (Focto et Fl1) que

nous venons de voir avec trois précodeurs linéaires de la littérature étudiés dans le chapitre 4 : le précodeur

FCapa maximisant la capacité [17], le précodeur à taux d’erreurs égaux FTEE [70] et le précodeur FMMSE

minimisant l’erreur quadratique moyenne [28].

6.5.1 Conditions de simulation

Les comparaisons vont s’effectuer en terme de distance minimale et surtout de TEB. La configuration des

simulations est la suivante : un canal MIMO avec nT = 3 antennes émettrices et nR = 2 antennes réceptrices,

dans lequel on veut transmettre b = 2 voies de symboles indépendants. Les coefficients de la matrice de canal

H sont i.i.d., tirés aléatoirement suivant une loi gaussienne centrée de variance unitaire (canal de Rayleigh).

Un tirage du canal est effectué pour chaque paquet de 100 vecteurs symboles. A chaque fois une matrice de

covariance du bruit R est aussi générée en utilisant R = TT∗ avec les coefficients de T i.i.d. suivant une

loi gaussienne centrée de variance unitaire. La matrice R est ensuite multipliée par un facteur d’échelle pour

arriver au RSB désiré. Comme la puissance reçue dépend de la politique d’allocation de puissance de chaque

précodeur, le RSB est défini comme le rapport entre la puissance totale émise p0 et la puissance totale du bruit

reçu. Pour chaque RSB de chaque courbe 20 000 tirages aléatoires de H et R sont effectués, et les précodeurs

sont ré-optimisés à chaque tirage avec une connaissance parfaite du canal et de la covariance du bruit. Un

récepteur MV est utilisé pour décoder les symboles.

6.5.2 Résultats sur la distance minimale

Les figures 6.5 et 6.6 représentent la distance minimale normalisée (dmin/
√

2ρp0) pour chacun des préco-

deurs. La politique d’allocation de puissance des précodeurs FMMSE et FCapa est telle que la seconde voie

peut être totalement abandonnée lorsque son RSB devient trop faible, ce qui produit une distance minimale

nulle. Pour éviter que cela ne se produise sur ces figures la valeur de
√

2ρp0 (donc le RSB) est choisie suffisa-

ment grande. Les meilleurs résultats en distances minimales sont bien sûr obtenus par les précodeurs FBPSK ,

Focto et Fl1 , ce qui est normal puisque les autres précodeurs ne cherchent pas à optimiser ce critère. Tou-

tefois une grande distance minimale n’implique pas obligatoirement un faible TEB puisqu’elle n’est qu’une
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approximation du critère du maximum de vraisemblance. Les simulations suivantes vont permettre de vérifier

la pertinence de ce critère.

6.5.3 TEB avec un récepteur MV

Les figures 6.7 et 6.8 montrent clairement l’intérêt du critère max(Dmin ) en ce qui concerne le TEB avec

un récepteur MV, pour les deux modulations considérées.

Pour la modulation BPSK le gain est très important et confirme l’intérêt du gain en distance minimale

obtenu par la transformation des deux voies BPSK en une seule voie MAQ-4. Les simulations montrent

que le gain est particulièrement important lorsque l’angle γ est faible (comme pour Dmin ). Ce résultat est

logique puisqu’il correspond à une faible diversité spatiale et donc à une seconde voie (inutilisée par FBPSK)

nettement désavantagée.

Pour la modulation MAQ-4, la forme du précodeur dépend de la diversité spatiale du canal, c’est à dire

du rapport entre ses valeurs singulières, qui est paramétré par l’angle γ. Pour illustrer séparément les per-

formances des précodeurs Fl1 (Fig. 6.9) et Focto (Fig. 6.10), nous avons extrait de la figure 6.8 les cas dans

lesquels ρ1

ρ2
≥ 10.33 (Fl1) et ceux dans lesquels ρ1

ρ2
≤ 10.33 (Focto).

Le gain en TEB est très important pour le précodeur Focto, mais comme on pouvait s’y attendre en voyant

les résultats des distances minimales de la figure 6.6, les résultats sont encore meilleurs pour le précodeur F l1.

Ce précodeur, qui n’utilise que la première voie du canal, est avantagé lorsque la diversité spatiale est faible,

ce qui représente environ 65% des cas des réalisations de H.

Les performances des trois autres précodeurs sont du même ordre de grandeur, aussi bien en terme de

distance minimale que de TEB. Il est intéressant de noter que le plus faible TEB est toujours obtenu par le

précodeur FMMSE , sauf dans le cas ρ1

ρ2
≤ 10.33. Pourtant le précodeur FMMSE n’a jamais la meilleure

distance minimale, ce qui montre bien que le critère de distance minimale, bien que très performant, n’est pas

parfaitement lié au TEB d’un récepteur MV. On est alors en droit de se questionner sur ses performances avec

un autre récepteur, ce que nous allons faire avec un récepteur à retour de décision.

6.5.4 TEB avec un récepteur OSIC

Le récepteur que nous allons employer dans ce paragraphe est le récepteur à retour de décision présenté

dans la section 1.4.3 et aussi connu sous le nom de récepteur V-BLAST. Nous utiliserons le critère du forçage

à zéro.

Son algorithme dans le cas du précodeur Fl1 prend une forme particulière. Puisque la seconde ligne de ce

précodeur est nulle, l’algorithme ne va pas utiliser le signal r2 du second récepteur virtuel :

– Il va commencer par estimer le symbole ŝ1 en regardant à quel quadrant de la constellation le signal

reçu r1 appartient.
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FIG. 6.5 – Distances minimales pour la modulation BPSK en fonction de l’angle γ du canal.
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FIG. 6.7 – TEB du précodeur FBPSK et des précodeurs FCapa, FTEE et FMMSE pour la modulation BPSK.
Récepteur MV.
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FIG. 6.8 – TEB du précodeur max(Dmin ) et des précodeurs FCapa, FTEE et FMMSE pour la modula-
tion MAQ-4. Récepteur MV.
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FIG. 6.9 – TEB avec le précodeur Fl1 (cas ρ1
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> 10.33). Récepteur MV.

−2 0 2 4 6 8 10 12 14
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

RSB (dB)

T
E

B

MAQ−4, b=2, nt=3, nr=2, 20000 x 35% tirages de H et R et 100 symboles par H
 cas rho1/rho2 < 10.33                                        

Capa
TEE
MMSE
max Dmin
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< 10.33). Récepteur MV.



122 CHAPITRE 6. PRÉCODEURS OPTIMAUX AU SENS DE DMIN

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

erreur 

FIG. 6.11 – Exemple de constellation sur le récepteur virtuel no 1 avec le précodeur Fl1. Le symbole s2 est
tourné de 15o. L’erreur indiquée est réalisée par l’algorithme OSIC et pas par le MV.

– Ensuite, il va soustraire la contribution de ŝ1 au signal r1 (cf. l’expression de Fl1 dans l’équation 6.16) :

r′1 = r1 −
√
ρ1
√
p0

√
3 +

√
3

6
ŝ1

– Enfin, il va estimer le symbole ŝ2 en regardant à quel quadrant de la constellation le signal r ′1e
−j π

12

appartient.

Cet algorithme serait équivalent au maximum de vraisemblance si la constellation n’avait pas de rotation,

c’est à dire si les coefficients de notre précodeur étaient réels. La rotation entraîne une perte d’optimalité (au

sens du MV), illustrée par un exemple figure 6.11.

Cette figure représente la constellation reçue sur le premier récepteur virtuel lors d’une transmission avec

le précodeur Fl1. L’impact de coordonnées (-0,1, -0,8) a été produit par le vecteur émis s = 1√
2
[(1− i),(−1+

i)]T . Lors de la première étape l’algorithme OSIC va faire une erreur en estimant ŝ1 = 1√
2
(−1 − i) puisque

le signal est dans le quadrant du bas à gauche (parties réelle et imaginaire négatives). Par conséquence la

seconde estimation produira elle aussi une erreur avec la valeur ŝ2 = 1√
2
(1 − i). Dans les mêmes conditions

le récepteur du MV ne produira pas d’erreur car il estimera les distances en une seule étape. Remarquons que :

– Sans la rotation de 15o de s2 l’impact aurait été dans le bon quadrant et le récepteur OSIC n’aurait pas

fait d’erreur.

– Ce type d”erreur est extrèmement pénalisant puisque sur quatre bits transmis, trois sont faux (1001 émis
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FIG. 6.12 – Précodeur optimal au sens de Dmin . TEB avec les récepteurs MV et OSIC-ZF.
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FIG. 6.13 – Précodeur Fl1 pour γ > γ0. TEB avec les récepteurs MV et OSIC-ZF.
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FIG. 6.14 – Précodeur Focto pour γ < γ0. TEB avec les récepteurs MV et OSIC-ZF.
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FIG. 6.15 – TEB de nos précodeurs réels du chapitre 5 et de nos précodeurs optimisant la distance minimale
de ce chapitre. Un récepteur MV est utilisé et toutes les valeurs de γ sont considérées.
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et 1110 estimé avec le codage de gray habituel pour la MAQ-4).

Les TEB de nos précodeurs complexes sont comparés pour les récepteurs OSIC et MV sur les figures 6.12,

6.13 et 6.14. La figure 6.12 représente les TEB pour le cas général, c’est à dire pour toutes les valeurs de l’angle

γ du canal. La figure 6.13 représente les TEB du précodeur Fl1, c’est à dire pour les valeurs de Hv pour

lesquelles γ > γ0. La figure 6.14 correspond au dernier cas, pour lequel γ < γ0, et qui utilise le précodeur

Focto.

Le but de ces trois figures est de vérifier que le critère de la distance minimale, qui est une approximation

du critère du MV, reste performant avec un autre récepteur. C’est effectivement le cas puisque le niveau de

dégradation des performances est dû à la sous-optimalité du récepteur OSIC (cf. figure 1.3).

Nos précodeurs optimaux au sens de Dmin restent donc plus performants que les précodeurs linéaires de

la littérature actuelle, mais il reste à les comparer avec nos précodeurs réels du chapitre 5 qui utilisent eux

aussi le critère de la distance minimale.

6.6 Comparaison avec les précodeurs réels basés sur Dmin

La comparaison est simple à réaliser puisque les précodeurs à coefficients réels et ceux à coefficients

complexes travaillent avec les mêmes hypothèses de départ (sauf pour la phase des coefficients). La figure 6.15

représente les TEB des deux types de précodeurs avec un récepteur MV.

Le précodeur optimal au sens de Dmin est légèrement meilleur, gagnant environ un demi dB de RSB pour

un TEB de 10−5. Dans l’ensemble les performances sont comparables, ce qui n’est pas évident au premier

abord car les précodeurs réels ont nettement moins de degrés de liberté.

En fait, nous voyons là une limitation du critère de distance minimale : la forme des constellations des

précodeurs complexes Fl1 et Focto optimise la distance minimale, mais elle augmente le nombre de points

(( voisins )) sur la constellation, c’est à dire le nombre de points situés à la distance minimale. Sur ces constel-

lations chaque (( voisin )) est plus éloigné, diminuant ainsi la probabilité d’erreur, mais en la multipliant ensuite

par le nombre de (( voisins )) le résultat final est globalement identique.

Ce résultat doit dépendre fortement de la modulation utilisée et de la dimension du vecteur de données,

car ces deux paramètres déterminent le nombre de points et leurs répartitions sur les constellations reçues.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit de nouveaux précodeurs, optimaux au sens de la distance mini-

male entre les vecteurs reçus. Les hypothèses retenues sont les suivantes : la puissance moyenne émise p0 est

contrainte, un récepteur MV est utilisé et le canal est parfaitement connu à l’émetteur et au récepteur. Nous

nous sommes limité à deux voies de données et aux modulations BPSK et MAQ-4, mais la méthode doit
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pouvoir s’étendre à des dimensions plus grandes et à d’autres modulations 2 .

Pour obtenir nos précodeurs nous utilisons la représentation diagonale du canal Hv et nous avons réduit le

domaine de recherche en définissant l’ensemble X̆ des vecteurs différence.

La modulation BPSK sert d’exemple pour illustrer la méthode de recherche, et les TEB obtenus sont

nettement meilleurs que ceux des précodeurs classiques de la littérature actuelle. Le mérite en revient au

critère utilisé, qui ne limite pas la recherche à des précodeurs diagonaux, et permet ainsi, par exemple, de

transmettre les deux voies de données sur le premier sous-canal virtuel lorsque ceci est avantageux.

Notre précodeur pour la modulation MAQ-4 prend deux formes distinctes en fonction du rapport entre les

RSB des deux sous-canaux virtuels : Fl1 si le second sous-canal est trop désavantagé, sinon Focto qui place

une constellation de forme octogonale sur chaque récepteur virtuel.

Les TEB de ces deux précodeurs améliorent franchement les résultats obtenus dans la littérature actuelle,

pour un récepteur du maximum de vraisemblance ou à retour de décision. De plus l’expression de nos préco-

deurs est très simple, et leur élaboration n’est pas coûteuse en charge de calcul.

Leurs performances en TEB sont légèrement meilleures que celles de nos précodeurs réels du chapitre 5,

et il serait maintenant intéressant d’augmenter l’ordre du système (b ≥ 3) et de le coupler avec un système de

codage.

2. Des essais en cours sur une modulation MDP-8 donnent des résultats similaires à ceux de la MAQ-4.
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Conclusion

Tout au long de ce document, nous avons étudié les systèmes MIMO avec un débit fixe et sans codage, dont

les premières applications potentielles sont les réseaux (( indoor )). Après une introduction sur les systèmes

multi-antennes, nous avons vu une méthode originale pour estimer rapidement le TEB d’une communication

MIMO-OFDM. Cette méthode que nous proposons est une adaptation du filtre de Julier et Uhlmann aux

communications numériques. Cette technique est apparue récemment dans le milieu de la robotique et est

généralement utilisée comme une concurrente du filtre de Kalman étendu. Nous la plaçons ici dans le domaine

des communications numériques pour estimer le niveau de bruit en sortie du récepteur, juste avant la prise de

décision. Cette estimation du niveau de bruit permet de prédire le TEB de la communication en utilisant des

formules conventionnelles de la littérature. Avec le récepteur du forçage à zéro l’estimation donne exactement

la bonne valeur de niveau de bruit, ce qui est normal car le récepteur est linéaire. Pour le récepteur à retour de

décision, nous avons développé un algorithme pour tenir compte des retours de bonnes et mauvaises décisions

quel que soit le niveau de bruit. Là encore la méthode donne de très bons résultats pour un temps de calcul

extrêment faible.

Ensuite, nous avons proposé un récepteur rapide basé sur le maximum de vraisemblance pour les canaux

à faible diversité spatiale. Notre récepteur tire parti de la structure du canal pour estimer les symboles en deux

étapes simples. On peut ainsi réduire le temps de calcul tout en conservant des performances proches de celles

du récepteur MV. La complexité de notre récepteur n’augmente pas de façon exponentielle avec le nombre

d’antennes à l’émission, ce qui est possible grâce à la décomposition en deux étapes qui réduit l’espace de

recherche.

Le chapitre suivant a introduit les précodeurs linéaires qui utilisent la connaissance du canal à l’émission

pour améliorer la communication. Les principaux précodeurs de la littérature sont présentés avec notre re-

présentation diagonale du canal. Cette représentation permet de simplifier les calculs et facilite l’analyse des

techniques retenues par chaque précodeur. Nous présentons aussi deux précodeurs diagonaux que nous avons

conçus : le précodeur diagonal optimal au sens du TEB et son approximation qui obtient de bons résultats tout

en étant très rapide à calculer. La technique de la sélection d’antennes vient clore ce chapitre, montrant les

avantages de précodeurs non-diagonaux et les bonnes performances du critère de la distance minimale.

Nous avons poursuivi notre étude sur les précodeurs linéaires en proposant un nouveau type de précodeur,
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à coefficients réels et basé sur la distance minimale. Les différentes étapes pour optimiser ces précodeurs ont

été détaillées, et le résultat final est particulièrement simple. Cela permet une implémentation rapide et peu

gourmande en temps de calcul pour les systèmes MIMO. Les TEB obtenus sont nettements meilleurs que

ceux de tous les précodeurs déjà vus. Ceci s’explique par le choix d’un critère performant et surtout par la

non-diagonalité de notre précodeur, qui permet de tirer parti de toutes les configurations du canal. Ceci est

particulièrement vrai lorsque le canal présente une direction de propagation privilégiée, qui se traduit par une

valeur singulière nettement plus grande que les autres. Dans ce cas, les précodeurs diagonaux sous exploitent

le canal en répartissant uniformément le débit d’information sur tous les sous-canaux. La non-diagonalité de

notre précodeur permet de transmettre toute l’information sur le sous-canal possédant le meilleur RSB (et donc

la plus grande capacité), ce qui améliore fortement le TEB. Cette partie est terminée par une étude théorique

des TEB des précodeurs réels.

Le dernier chapitre a porté sur les précodeurs optimaux au sens de la distance minimale. Nous avons

proposé de généraliser nos précodeurs réels en utilisant des coefficients complexes. La distance minimale est

maximisée sans aucune approximation, grâce à l’introduction des vecteurs différences, qui réduisent l’espace

de recherche. Là encore les précodeurs que nous obtenons sont particulièrement simples et très performants. Ils

sont comparés avec les principaux précodeurs linéaires de la littérature pour un récepteur MV et un récepteur

OSIC. Dans tous les cas nos performances sont meilleures, améliorant ainsi les excellentes performances de

nos précodeurs réels.

Notre contribution durant ce travail de thèse consiste donc en :

– Une méthode d’estimation très rapide du TEB des systèmes MIMO-OFDM basée sur le filtre de Julier

et Uhlmann.

– Un récepteur rapide basé sur le maximum de vraisemblance.

– Une méthode de représentation simplifiée du canal MIMO.

– Un précodeur linéaire diagonal optimal au sens du TEB et sa version approximée.

– Des précodeurs réels non-diagonaux basés sur la distance minimale.

– Des précodeurs optimaux au sens de la distance minimale.

A court terme nous envisageons de poursuivre le travail présenté dans ce mémoire sur trois points :

Dans le chapitre 5, nous avons présenté les TEB théoriques des précodeurs réels. Il semble intéressant

d’utiliser ces formules pour optimiser les précodeurs réels, et obtenir ainsi les précodeurs réels optimaux au

sens du TEB.

La même démarche peut s’appliquer aux précodeurs à coefficients complexes du chapitre 6. En écrivant la

formule de leurs TEB théoriques dans le cas général, nous pourrions les utiliser pour optimiser les précodeurs.

Nous obtiendrions alors les précodeurs linéaires optimaux au sens du TEB, sans restriction au cas diagonal ni
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à des coefficients réels.

Nous nous sommes limités à l’émission de deux voies de données indépendantes, ce qui est une configu-

ration réaliste pour les modules d’émission devant avoir une taille réduite, donc peu d’antennes, comme les

téléphones mobiles. Néanmoins, la généralisation de nos précodeurs à plus de deux voies de données semble

un travail intéressant. On peut supposer que les résultats obtenus devraient être très bons, car nos précodeurs

étant non-diagonaux ils possèdent plus de degrés de liberté que les précodeurs diagonaux. Ils devraient donc

mieux exploiter les possibilités apportées par l’augmentation de la dimension du canal, et obtenir des TEB

nettement meilleurs.

A moyen terme trois axes de recherche semblent intéressants :

Nous avons considéré jusqu’à présent des systèmes sans codage, afin de nous concentrer sur les taux d’er-

reurs de la transmission, sans aucune correction. Un système MIMO complet comporte un étage de codage,

utilisant généralement les dimensions temporelle et spatiale (STC). L’apport des précodeurs pour ces systèmes

codés serait à évaluer, ainsi que la conception conjointe des précodeurs et des codes.

Durant notre travail nous avons supposé la connaissance du canal parfaite au récepteur et à l’émetteur.

Dans les systèmes opérationnels cette connaissance ne sera pas parfaite, au récepteur à cause des erreurs

d’estimation du canal, à l’émetteur à cause du délai et des erreurs de transmission de la boucle de retour.

L’influence de ces erreurs sur la dégradation des performances des précodeurs est un sujet important, qui peut

déboucher sur de nouveaux critères de conception de précodeurs.

Enfin, durant tout notre travail, nous nous sommes placés dans le cadre de systèmes à débits fixes, et nous

avons cherché à améliorer leurs TEB. Il serait intéressant d’explorer les systèmes ayant une contrainte sur le

TEB maximal admissible (qualité de service), et dont le débit utile est variable. Ces débits variables peuvent

être obtenus en modifiant le rendement du codage, mais aussi en adaptant le nombre d’états de la modulation

au canal. L’optimisation de nos précodeurs suivant ces nouvelles contraintes devrait donner de nouveaux

précodeurs, a priori non-diagonaux, et améliorer les performances (débit à TEB donné) de ces systèmes.
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Annexe A

Conditions de la simulation MIMO-OFDM

en ASM

Pour faciliter le fil de la lecture les paramètres de la simulation de la section 1.5.2 sont définis plus pré-

cisément ici. L’objet de la simulation est de comparer l’OFDM avec le MIMO-OFDM, le canal ASM étant

choisi à titre d’exemple. La fréquence porteuse est de 10 kHz, le nombre de sous-porteuses est P = 64, et

l’émetteur MIMO dispose de nT = 4 transducteurs et de nR = 8 hydrophones.

Le canal ASM est simulé à l’aide du logiciel (( BELLHOP )), qui calcule des réponses impulsionnelles

en environnement océanique grâce à la méthode de lancer de rayons. Ce logiciel a été développé à l’Ins-

titut de Technologie du New Jersey, et sa description théorique se trouve dans [31]. La célérité de l’onde

acoustique varie en fonction du milieu océanique et influence fortement les courbures des rayons lancés.

Nous avons utilisé un profil de célérité réel, mesuré lors de la campagne de mesures INTIMATE’96 (voir

http://www.ualg.pt/sjesus/intimate/intimate.htm pour plus de précision).

Le fond marin est supposé plat et sablonneux, la hauteur d’eau est de 100 m, et la distance entre les

émetteurs et les récepteurs est de 5 km 1. Les 4 émetteurs sont placés verticalement, espacés de 20 m, le

premier à 10 m d’immersion et le dernier à 70 m. Leur ouverture est de ±15˚, en direction des récepteurs.

Les 8 hydrophones sont placés verticalement, espacés de 10 m, le premier à 10 m jusqu’au dernier à 80 m

d’immersion.

La figure A.1 représente le module de la réponse impulsionnelle du trajet entre le 2e émetteur et le

1er récepteur (immersions de 30 m et de 10 m). Le premier trajet arrive après environ 3,3 s de propaga-

tion, et le dernier à presque 3,37 s. Les 3,3 s de temps de propagation correspondent aux 5 km de distance,

la célérité du son dans l’eau étant de 1500 m/s environ. L’étalement de la réponse implusionnelle entre cet

émetteur et ce récepteur est de 65 ms, et il est intéressant de noter que le trajet le plus énergétique n’est que le

1. Merci à Sandrine Bonnifay de l’Institut de Recherche de l’École Navale (IRENav) pour ses suggestions sur les choix des
paramètres de BELLHOP.
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FIG. A.1 – Module de la réponse impulsionnelle entre la source no 2 et l’hydrophone no 1.

3e arrivé. L’étude des 32 réponses impulsionnelles entre les 4 émetteurs et les 8 récepteurs montre que tous les

échos significatifs arrivent en moins de 96 ms, ce qui détermine le temps de garde Tg de l’OFDM pour éviter

l’interférence entre symboles.

Pour la modulation OFDM seule nous avons choisi le meilleur couple émetteur-récepteur, c’est à dire celui

qui donne le meilleur TEB.

Bien sûr les paramètres de cette simulation sont loins de refléter fidèlement la réalité d’une transmission

ASM horizontale par petit fond. En particulier le récepteur est considéré parfaitement synchronisé, le Doppler

est nul et le canal parfaitement égalisé en réception. Toutefois, les ordres de grandeur des réponses impulsion-

nelles sont corrects et la modulation OFDM est déjà utilisée pour ce type de transmission. La faible bande

passante des transducteurs sous-marins et les nombreuses réflexions dans ce type de canal laissent penser que

les systèmes MIMO pourront y être utilisés, notamment pour les applications ayant besoin d’un fort débit.
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Annexe B

Démonstration de A = I

Nous allons utiliser pour la matrice A la forme générale d’une matrice unitaire de dimension 2 définie

par l’équation (6.10). Notre objectif dans cette annexe est de montrer que le meilleur choix pour la matrice A

est l’identité. Nous allons d’abord montrer que nous pouvons choisir pour A une matrice réelle, puis que la

meilleure matrice réelle est l’identité.

B.1 Choix d’une matrice A réelle

Les valeurs singulières d’une matrice sont réelles et positives (ou nulles) et le module du déterminant

d’une matrice unitaire est égale à 1. En notant UΛV∗ la décomposition en valeurs singulières de HvAΣ

nous pouvons écrire :

λ1λ2 = |det (Λ)|
= |det (UΛV∗)|
= |det (HvAΣ)|
= |det (HvΣ)| . |det (A)|
= |det (HvΣ)|
=

√
ρ1ρ2 σ1σ2

(B.1)

Donc le produit des valeurs singulières ne dépend pas de A.

Nous pouvons aussi écrire sur la somme des carrés des valeurs singulières :

λ2
1 + λ2

2 = trace
(
Λ2
)

= trace (UΛV∗VΛU∗)

= ‖UΛV∗‖2

= ‖HvAΣ‖2

(B.2)

Donc la phase des éléments de A n’a pas d’influence sur λ2
1 + λ2

2.
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Finalement, en utilisant les deux résultats précédents, nous pouvons dire que la phase des éléments de A

ne modifie pas les valeurs singulières de HvAΣ, et que donc nous pouvons choisir des matrices réelles, dont

la forme générale est :

A =


 cosα sinα

− sinα cosα


 (B.3)

avec 0 ≤ α < π/2. Cette limitation des valeurs de α est justifiée par le fait qu’ajouter π à α est équivalent

à remplacer A par −A, ce qui ne change rien aux valeurs singulières λ1 et λ2. De même remplacer α par −α
revient à remplacer A par AT , ce qui ne modifie pas non plus les valeurs singulières.

B.2 Influence de α sur les valeurs singulières

La figure B.1 représente λ2 en fonction de λ1 pour différentes valeurs de ψ et un canal avec un angle

γ = 30o (des figures similaires sont obtenues avec d’autres valeurs de γ).
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FIG. B.1 – λ2 en fonction de λ1 pour un canal avec un angle γ = 30o. La ligne du haut (épaisse) correspond
à l’angle α = 0. Les courbes en pointillés correspondent à d’autres valeurs de α.

Comme nous venons de prouver que la valeur de A n’a pas d’influence sur le produit des valeurs singu-

lières, alors lorsque l’angle α change, λ2 évolue en suivant une courbe du type λ2 = c
λ1

, avec c constante

positive. Ceci correspond aux courbes en pointillés sur la figure B.1, chacune étant calculée pour une valeur
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différente de ψ.

La courbe épaisse, qui relie les extrémités des courbes fines, correspond à α = 0, pour toutes les valeurs

de ψ. Pour une valeur de λ1 donnée, toute autre valeur de α diminue la valeur de λ2. Nous avons donc intérêt

à prendre l’angle α = 0 pour notre précodeur, ce qui correspond à A = I.
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Annexe C

Limitation du domaine de recherche des

précodeurs

Pour faciliter la recherche des précodeurs optimaux basés sur Dmin nous pouvons limiter les domaines de

recherche des trois angles ψ, θ et ϕ qui définissent les précodeurs. La forme générale de l’ensemble canal et

précodeur est donnée par l’équation 6.13 :

Hv FD =
√

2p0ρ


 cos γ 0

0 sin γ




 cosψ 0

0 sinψ




 cos θ sin θ

− sin θ cos θ




 1 0

0 ejϕ




Les vecteurs différence, différence entre deux vecteurs de symboles, sont définis section 6.2.1 et peuvent

se noter x̆ = [x̆1,x̆2]
T . Rappelons que la distance minimale est liée aux vecteurs différence par l’équation 6.5 :

Dmin = min
k

‖Hv FD x̆k‖ pour tout x̆k ∈ X̆

Considérant les symétries des constellations usuelles nous avons les propriétés suivantes :

i. (x̆)c = [x̆∗1,x̆
∗
2]

T (conjugué, non transposé) est un vecteur différence.

ii. (x̆)d = [x̆∗1,− x̆∗2]
T est un vecteur différence.

iii. (x̆)e = [x̆2,x̆1]
T est un vecteur différence.

Nous pouvons commencer par limiter la recherche à 0 ≤ ϕ ≤ π, car en remplaçant ϕ par −ϕ le canal

global Hg = Hv FD devient Hg
c (conjugué, non transposé). Nous avons :

∥∥∥Hc
g x̆
∥∥∥ = ‖Hg (x̆)c‖ (C.1)

En utilisant la propriété (i) il est évident que x̆c est obligatoirement testé, et donc il est inutile de regarder
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−ϕ lorsque ϕ a déjà été testé.

Il est même possible de restreindre la recherche à 0 ≤ ϕ ≤ π/2. En effet si ϕ est remplacé par π − ϕ,

alors la matrice Bϕ devient (cf. (6.11)) :

Bπ−ϕ =


 1 0

0 −e−jϕ


 (C.2)

Comme nous pouvons écrire Bπ−ϕx̆ = Bϕ (x̆)d, en utilisant la propriété (ii) il est évident qu’il est inutile

de tester π − ϕ alors que ϕ est testé.

Pour l’angle θ le domaine de recherche peut se limiter jusqu’à 0 ≤ θ ≤ π/4. Pour le vérifier il suffit de

remplacer l’angle θ par π
2 − θ, la matrice Bθ devient :

Bπ
2
−θ =


 sin θ cos θ

− cos θ sin θ


 (C.3)

Nous avons alors :

Bπ
2
−θBϕx̆ =


 (cos θ) eiϕx̆2 + (sin θ) x̆1

(sin θ) eiϕx̆2 − (cos θ) x̆1




=


 1 0

0 −1




 cos θ sin θ

− sin θ cos θ




 eiϕx̆2

x̆1




= eiϕ


 1 0

0 −1


Bθ


 1 0

0 e−iϕ




 x̆2

x̆1




= eiϕ


 1 0

0 −1


Bθ (Bϕ)c (x̆)e

(C.4)

eiϕ et la matrice dont la diagonale est [1,− 1] n’ont pas d’influence sur les distances. Nous avons vu

précédemment que remplacer Bϕ par (Bϕ)c revenait à remplacer ϕ par −ϕ et n’avait pas d’influence sur la

distance minimale. Donc, en utilisant la propriété (iii), nous pouvons dire qu’il est inutile de tester π
2 − θ si θ

est déjà testé.
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Annexe D

Calcul formel du précodeur Fl1

Dans cette partie nous allons calculer de façon exacte les angles ϕ et θ du précodeur F l1 de la section 6.4.1.

D.1 Conditions du calcul

Commençons par rappeler l’équation 6.12 qui donne la forme générale des précodeurs du chapitre 6 :

FD =
√
p0


 (cosψ) (cos θ) (cosψ) (sin θ) ejϕ

− (sinψ) (sin θ) (sinψ) (cos θ) ejϕ




avec 0 ≤ ψ < π/2, 0 ≤ θ ≤ π/2 et 0 ≤ ϕ < 2π.

Comme le précodeur Fl1 n’utilise que le premier sous-canal sa seconde ligne est nulle, d’où ψ = 0. Le

précodeur Fl1 s’écrit alors plus simplement :

Fl1 =
√
p0


 cos θ sin θ ejϕ

0 0


 (D.1)

La figure D.1 rappelle la forme de la constellation sur le récepteur vituel no 1 pour les valeurs optimales

des angles ϕ et θ. Comme la seconde ligne du précodeur est nulle aucun signal n’arrive sur le second récepteur

virtuel. Nous utilisons les notations suivantes sur la figure :

– À l’intérieur de chaque quadrant les quatre points définissent un cercle de rayon r =
√
ρ1p0 sin θ.

– Les centres de ces quatre cercles sont notés C1, C2, C3 et C4.

– Les quatre centres C1 . . . C4 définissent un cercle de rayon R =
√
ρ1p0 cos θ.

– Les points E, F, H et G forment un carré de côté
√

2 r =
√

2
√
ρ1p0 sin θ.

– Les quatre centres C1 . . . C4 forment un carré de côté
√

2 R =
√

2
√
ρ1p0 cos θ.

La figure D.2 est un zoom de la constellation afin de mieux voir les points qui vont nous aider pour le

calcul.
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FIG. D.1 – Forme de la constellation avec le précodeur Fl1. Les 16 impacts sont notés de A à P. les quatre
petits cercles sont de rayon r =

√
ρ1p0 sin θ. Le grand cercle est de rayon R =
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FIG. D.2 – Zoom de la constellation de la figure D.1 autour des points utilisés dans le calcul.
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L’angle ϕ détermine la rotation, par rapport à une constellation MAQ-16, des groupes de quatre points à

l’intérieur de chaque quadrant (points E, F, H et G par exemple). Cet angle se retrouve en plusieurs endroits

de la figure, en particulier B̂FE = ϕ.

Si l’on fait le rapport entre les rayons des cercles, nous obtenons tan θ = r
R

. Ceci revient à dire que

l’angle θ intervient dans la forme de la constellation en imposant le rapport entre les rayons des cercles, et

donc en éloignant plus ou moins les quatres groupes de points du centre de la figure.

Lorsque la distance minimale est optimisée, l’angle ϕ est tel que ‖−→BG‖ = ‖−→BE‖. Toute autre valeur pour

ϕ va diminuer une de ces deux distances, et donc réduire la distance minimale.

De plus, pour maximiser Dmin , il faut aussi que ‖−→BE‖ = ‖−→EG‖. Cette dernière égalité fait intervenir

indirectement les rayons r et R des cercles, ce qui permet de déterminer l’angle θ en utilisant tan θ = r
R

.

L’égalité des distances ‖−→BG‖ = ‖−→BE‖ = ‖−→EG‖ est une condition nécessaire pour maximiser Dmin . Les

symétries de la figure font que ces distances se retrouvent partout sur la constellation, et leur égalité est aussi

une condition suffisante pour maximiser Dmin . Pour trouver les angles θ et ϕ optimaux, il suffit donc que

‖−→BG‖ = ‖−→BE‖ = ‖−→EG‖, c’est à dire que le triangle (BEG) soit équilatéral.

D.2 Calcul de ϕ

Le calcul de ϕ peut se faire en quelques étapes élémentaires :

• Par principe
−−→
C1B =

−−→
C2F , ce qui entraîne

−−−→
C1C2 =

−→
BF.

• L’angle ϕ déterminant la rotation des points E, F, G et H autour de C2, nous avons B̂FE = ϕ.

• Le triangle (FEB) est isocèle, donc ÊBF = B̂FE = ϕ.

• Les points E, F, H et G forment un carré, donc F̂EG = 90o. (BEG) est un triangle équilatéral, d’où

ĜEB = 60o. Au total F̂EB = 150o.

• La somme des angles du triangle (FEB) donne : ϕ+ 150 + ϕ = 180, soit :

ϕ = 15o (D.2)

D.3 Calcul de θ

Le calcul de θ est encore plus rapide :

• Nous avons vu que les quatre centres Ci forment un carré de côté
√

2R, donc ‖−−−→C1C2‖ =
√

2R.

• Le triangle (FEB) étant isocèle ‖−→FB‖ = 2 cosϕ‖−→FE‖ = 2 cosϕ
√

2 r.

• Comme
−−−→
C1C2 =

−→
BF alors

√
2R = 2 cosϕ

√
2r, nous avons donc :

tan θ =
r

R
=

1

2 cosϕ
(D.3)
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soit

cos θ =

√
3 +

√
3

6
et sin θ =

√
3 −

√
3

6
(D.4)

ou encore :

θ ' 27.37o (D.5)
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Résumé

Les systèmes de transmission numériques à entrées multiples et sorties multiples (MIMO) sont de plus en plus

étudiés du fait de leur très bonne efficacité spectrale sur des canaux riches en diffuseurs, tels que ceux des

réseaux locaux sans fil ou des communications mobiles urbaines sans fil. Dans cette thèse, pour évaluer rapide-

ment et efficacement le taux d’erreur binaire (TEB) des communications MIMO, nous proposons d’utiliser la

méthode du second ordre de l’Unscented Transformation. La transformation non-linéaire réalisée par le récep-

teur MIMO est appliquée à la méthode Unscented afin d’obtenir une estimation performante du TEB. Ensuite,

nous proposons un récepteur rapide basé sur le maximum de vraisemblance (BMV) pour un canal MIMO de

Rice. L’idée de base est d’utiliser la structure du canal de Rice pour significativement réduire la recherche du

vecteur de symboles optimum par le critère du MV.

Dans de nombreuses applications sans fil un lien de retour peut exister, et une connaissance de l’état du canal

(CSI) peut être disponible à l’émetteur. La question est alors de savoir comment tirer profit de cette information

pour optimiser globalement le système de transmission. En utilisant le point de vue du MV, nous introduisons

une représentation diagonale rapide et simple pour les systèmes MIMO, et proposons un nouveau précodeur

diagonal qui minimise le TEB.

Pour terminer, nous proposons deux précodeurs non-diagonaux, basés sur l’optimisation de la distance eucli-

dienne minimale. Des comparaisons sont effectuées avec des précodeurs connus, tels que le Water-Filling (WF),

le minimum de l’erreur quadratique moyenne (MMSE) et la maximisation de la valeur singulière minimale de

la matrice du canal global, pour illustrer l’importante amélioration du TEB due à nos précodeurs.

Abstract

Multi-Input Multi-Output (MIMO) digital transmission systems currently retain more and more attention due to

the very high spectral efficiencies they can achieve over rich scattering transmission channels, such as wireless

local area networks (WLAN) or urban mobile wireless communications. In this thesis, in order to evaluate the

Bit Error Rate (BER) of MIMO communications, we propose to use the second-order Unscented Transforma-

tion method. The non-linear transformation realized by the MIMO receiver is applied to the Unscented method

to obtain an efficient BER estimation. Next, we propose a fast Maximum Likelihood Based (MLB) decoder for

a MIMO Rician fading channel. The basic idea is to use the Rician channel structure to significantly reduce the

search of the optimum vector of symbols by the ML criterion.

In many wireless applications feedback does exist and Channel State Information (CSI) can be made available at

the transmitter. The question, then, is how to take profit of this information to globally optimize the transmission

system. Using an ML point of view, we introduce a fast and simple diagonal representation for MIMO systems,

and then we propose a new diagonal precoder which minimizes the BER.

Lastly, we propose two new non-diagonal precoders, based on the optimization of the minimum euclidean

distance. Comparisons to other known precoders, such as Water-Filling (WF), Minimum Mean Square Error

(MMSE) and maximization of the minimum singular value of the global channel matrix, are performed to

illustrate the significant BER improvement of the proposed precoders.


